-95 -

ANALISIS DEL ESQUEMA DE LA INTEGRAL DEFINIDA DE UN ALUMNO UNIVERSITARIO

ANALYSIS OF THE SCHEMA DEFINED INTEGRAL OF A UNIVERSITY STUDENT

s . 1 3 . 2
Eliécer Aldana Bermudez', M2 Teresa Gonzalez Astudillo

! Docente Programa de Licenciatura en Matematicas. Universidad del Quindio-Armenia, Colombia
? Docente investigadora Universidad de Salamanca Paseo de canalejas 169, CP: 37008, Espafia

Recibido: Junio 21 de 2010

Aceptado: Noviembre 30 de 2010

Correspondencia: Programa de Matematicas, Universidad del Quindio, Av. Bolivar calle 12 norte Armenia Quindio. Correo electrénico:
eliecerab@uniquindio.edu.co

RESUMEN

En este articulo se describe cdmo se desarrolla el esquema de un alumno universitario que cursa tercer afio de
Licenciatura de Matemdticas y que ha recibido por primera vez una instruccion previa del concepto
matemdtico de Integral Definida. Como paso inicial de esta investigacion se hizo un andlisis de libros de texto
para identificar los elementos matemdticos que configuran el concepto de Integral Definida, lo que permitio
hacer una descomposicion genética de dicho concepto. Posteriormente, para recoger los datos, se aplico
primero una prueba piloto a partir de la cual se disefiaron tres instrumentos definitivos: un cuestionario, una
entrevista y un mapa conceptual. El andlisis de los datos se hizo identificando los elementos matemdticos que
utiliza el alumno para resolver las distintas tareas planteadas, las relaciones I6gicas que establece entre estos
elementos matemdticos y el uso que hace de los sistemas de representacion grdfico, algebraico y analitico. Los
resultados del andlisis nos permitieron caracterizar su nivel de desarrollo del esquema conceptual relativo al
concepto de Integral Definida.

Palabras clave: Integral Definida, desarrollo del esquema, elemento matemdtico, descomposicion genética.

ABSTRACT

This article describes the development of the scheme of the Definite Integral concept of a university student
who deals the third year of Bachelor of Mathematics. This is the first time he studies this mathematical
concept. In this research, initially was done a textbooks review to identify the mathematical elements that form
the Definite Integral concept. This allowed us to design its genetic decomposition. To gather data, firstly a pilot
questionnaire was applied, and then three definitive instruments were constructed: a questionnaire, an
interview and a conceptual map. The analysis of the data was done identifying the mathematical elements that
the student used to solve the different tasks, the logical relations established between these mathematical
elements and the use of different systems of representation like graphical, algebraic and analytical systems of
representation. The results of the analysis allowed us to characterize its level of development of the conceptual
scheme related to the Definite Integral concept.

Key words: Definite Integral, development of the scheme, mathematical element, genetic decomposition.
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INTRODUCCION

Muchos han sido los investigadores que han
sefialado las dificultades de los alumnos en relacion
con el aprendizaje y la comprensién del concepto de
integral definida. Una de los primeros en comprobar
algunas de estas dificultades es Orton (1983) quien
observa que los alumnos son capaces de realizar
calculos algebraicos en los que intervienen las
integrales pero no son capaces de comprender el
papel que juega el limite en la definicion de este
concepto y no son capaces de dotar de significado a
los simbolos que se utilizan en estos calculos. En
otras investigaciones se han identificado dificultades

para calcular ciertas integrales comof x =+ 2| b
3

(Mundy, 1984), la identificacion entre el concepto
de Integral Definida y el cdlculo de areas (Clavo,
1997), o la incoherencia entre la imagen del
concepto y la definicion del concepto (Rasslan y Tall,
2002). Contreras y Orddfiez (2005) hicieron un
anadlisis de los significados personales de los
estudiantes utilizando como marco tedrico el
Enfoque Ontoldgico Semidtico (EOS) de la cognicidn
matematica (Godino, 2002) con el que pudieron
concluir que los estudiantes demuestran confusion
entre la Integral Definida y el calculo del area; tienen
dificultades para argumentar o justificar sus
respuestas; presentan conflictos semidticos para
trabajar el concepto de Integral Definida en
contextos distintos de las propias matematicas como
es el caso del movimiento uniforme de la Fisica;
ponen de manifiesto conflictos asociados a la
eleccion errénea de los limites de integracién, y
algunos confunden la Integral con la derivada;
tienen dificultades para manejar el lenguaje grafico;
y s6lo son capaces de alcanzar un mayor grado de
comprension de algunos conceptos cuando, ademas
de haber adquirido sus significados, son capaces de
transferirlos a otros contextos.

Para describir las concepciones de los alumnos en
torno a este concepto, Dubinsky et al (2000)
realizaron un andlisis epistemolégico de las
aportaciones de matematicos tales como
Arquimedes, Cavalieri, Wallis y Roberval al
desarrollo de este concepto, concluyendo que, en
relacion con el calculo de la integral definida, existen
dos puntos de vista distintos: o bien subdivisiones
asociadas al método de exhauscion de los griegos

que luego fue refinado por el método de
aproximacion de las sumas de Riemann, o bien el
método de los indivisibles, que implica considerar,
por ejemplo, una superficie como compuesta por
lineas paralelas. A partir de este estudio histdrico se
compararon estas concepciones de los matematicos
con las justificaciones ofrecidas por estudiantes
universitarios en una entrevista después de una
instruccion previa concluyendo que habia algunas
similitudes entre ambas y que, ademas, los
estudiantes mostraban una visiéon diferente a la
desarrollada durante la instruccién recibida.

Ahondando en este tema y tratando de comprender
como se llega a adquirir este concepto, en una
investigacion posterior, Czarnocha et al.,, (2001),
muestran que para la comprension del concepto de
Integral Definida es necesaria la coordinacién de dos
esquemas, el esquema visual de la suma de
Riemann, de indole geométrico, y el esquema de los
limites de la secuencia numérica, de indole
aritmético. En este mismo sentido, Paschos et al.
(2006) aborda la abstraccion reflexiva en la
construccién del concepto de Integral Definida, con
una alumna universitaria.

Para medir el grado de comprension de la Integral
Definida Boigues y Pastor (2007) utilizaron la teoria
Fuzzy (George y Veeramani, 1994) para cada
estudiante analizado concluyendo que el grado de
desarrollo global respecto al esquema de Integral
Definida es muy bajo.

A partir del conocimiento de estas dificultades y de
los mecanismos de construccion del concepto se han
disefiado distintas estrategias metodoldgicas de
ensefianza del concepto de Integral como la de
Turégano (1994) que propone como alternativa
ensefiarla utilizando la génesis histérica del
concepto, comenzado con el concepto de integral de
forma independiente de la diferenciacién y previo al
concepto de limite. Utilizando las nuevas
tecnologias Depool (2004) disefia  diversas
situaciones de ensefianza para lograr que los
alumnos adquieran la compresién de este concepto
a partir de un modelo de competencia cognitivo de
la Integral Definida y Camacho et al. (2008) utilizan
software adecuado en un curso de ingenieria para
ayudar a los alumnos a comprender los conceptos
de particion, refinamiento, aproximacion y limite.
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También hemos de destacar la ingenieria didactica
desarrollada por Gonzalez-Martin (2006) para
mejorar la comprensiéon del concepto de Integral
impropia por parte de los estudiantes de los
primeros cursos universitarios.

MARCO TEORICO

Esta investigacion trata abordar el problema relativo
al aprendizaje del concepto de integral definida
siendo nuestro principal objetivo describir el
desarrollo de los esquemas de alumnos
universitarios de acuerdo con la teoria APOE a partir
de una descomposicion genética inicial del
concepto. El marco tedrico en el que se ha
desarrollado esta investigacion es la teoria
desarrollada por Dubinsky (1991) y un grupo de
investigadores Research in Undergraduate
Mathematics Education Community (RUMEC) a
partir de la nocién de abstraccion reflexiva (Piaget y
Garcia, 1982) modificandola para ser aplicada al
Pensamiento Matematico Avanzado. Desde esta
perspectiva tedrica del conocimiento matematico,
Dubinsky (1991, 2000a) y Asiala et al., (1996)
consideran que los sujetos realizan ciertas
construcciones mentales para comprender los
conceptos matematicos. Estas construcciones
mentales se denominan: acciones, procesos,
objetos y esquemas y pueden ser descritas de la
siguiente forma (Asiala et al, 1996):

e Accion: transformacion de un objeto que es
percibida por un sujeto como algo externo.

e Proceso: interiorizacion de una accidén cuando
esta se repite y el individuo reflexiona sobre
ella.

e Objeto: encapsulacién de un proceso

e Esquema: coleccion de acciones, procesos,
objetos 'y otros esquemas que estan
relacionados consciente o inconscientemente
en la mente de un individuo en una estructura
coherente y que pueden ser empleados en la
solucion de una situacidon problematica que
involucre esa drea de las matematicas.

Para lograr progresar en estas construcciones
mentales hay que desarrollar ciertos mecanismos
como: interiorizacién, coordinacidn, inversion,
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encapsulaciéon, desencapsulacion, y tematizacion
(Dubinsky, 1991):

e nteriorizacidn: construccion mental de un
proceso relativa a una serie de acciones sobre
objetos cognitivos.

e Coordinacion: a partir de dos o mas procesos se
construye un nuevo proceso

e Inversion: deshacer un proceso para construir
uno nuevo inverso del primero.

e Encapsulacidn: transformacion de un proceso
en un objeto

e Tematizacidn: reflexion como un esquema
considerado como un todo y siendo capaz de
realizar acciones sobre dicho esquema

El refuerzo de la teoria APOE con los tres niveles de
desarrollo del esquema propuestos por Piaget y
Garcia (1982), ha llevado a mejorar la comprensién y
explicacion del concepto de esquema (Dubinsky y
MacDonalds, 2001). DeVries (2001), caracteriza los
niveles de desarrollo de un esquema como:

entra, cuando sélo se identifican aspectos
individuales aislados

e Inter, se caracteriza por la construccién de
relacionesy

e Trans, se adquiere cuando se tiene construida
una estructura completa, las relaciones
descubiertas en el inter son comprendidas
dando coherencia al esquema.

En opinién de Baker et al., (2000), el uso de estos
niveles para analizar el conocimiento de los
estudiantes ayuda a los investigadores a considerar
la riqueza de las situaciones y de los problemas de
investigacion.

Esta idea fue matizada en el estudio de Sanchez—
Matamoros (2004) sobre el desarrollo de la
comprension del concepto de derivada quien
completd los niveles de desarrollo mediante
subniveles para diferenciar los diferentes esquemas
de los alumnos. Para caracterizar dichos subniveles
se analizan los elementos matematicos y las
relaciones ldgicas entre ellos que utilizan los
alumnos en la realizacién de tareas. Las relaciones
l6gicas (conjuncion ldgica, contrareciproco y
equivalencia légica) se  entienden como
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“coordinacidn entre operaciones” que se establecen
entre los elementos matematicos cuando se
resuelve un problema y los elementos matematicos
como “el producto de una disociacion o de una
segregacion en el interior de una totalidad previa”.

METODOLOGIA

Esta investigacion forma parte de un estudio mas
amplio desarrollado en la Universidad del Quindio
para caracterizar el desarrollo del esquema de
Integral Definida de los alumnos que cursan tercer
afio (sexto semestre) de Licenciatura de
Matemadticas y que estudian por primera vez el
concepto de Integral Definida.

Para realizar esta investigacion se llevd a cabo
inicialmente una revisién de diferentes libros de
texto que incluian el concepto de Integral Definida
para determinar los elementos matematicos que
configuran este concepto matematico. Dichos
elementos se clasificaron en los siguientes
apartados: el drea como aproximacion (ACA); el area
como limite de una suma (ALS); la Integral Definida
(LID), las propiedades de las integrales (PID) y los
teoremas fundamentales y del valor medio (TFV),
desde los sistemas de representacion grafico (G),
algebraico (A) y analitico (AN), a partir de estos
elementos matemdticos se establecié una
descomposicidon genética previa de dicho concepto
que permitiera analizar las producciones de los
alumnos.

Posteriormente, se disefié un precuestionario que
fue validado por expertos en Didactica del Analisis
espafioles y que fue aplicado de forma
experimental. A partir del informe de los expertos y
de los resultados de los alumnos se elaboré el
cuestionario definitivo que constaba de ocho tareas®
y que fue contestado por once alumnos. Ademas se
estableci6 el guibn de una  entrevista
semiestructurada (Ginsburg et al., 1983) para poder
describir y explicar de forma detallada el nivel de
desarrollo del esquema de Integral Definida de cada
alumno. Dichas entrevistas fueron audiograbadas.
Finalmente, para completar la informacién y con el
objetivo fundamental de la triangulacion de los

! Las distintas tareas del cuestionario se pueden ver en el apartado
correspondiente a los resultados.

instrumentos utilizados, los alumnos realizaron un
mapa conceptual sobre el concepto de Integral
Definida.

El andlisis de los datos se realizé utilizando
conjuntamente los resultados recogidos a través de
los tres instrumentos mencionados anteriormente:
el cuestionario, la entrevista y el mapa conceptual.
Para describir el desarrollo del esquema de cada
alumno se consideraron los niveles y subniveles:
INTRA 1, INTRA, INTER 1, INTER y TRANS, (Sanchez—
Matamoros, 2004) caracterizados por las relaciones
légicas que un sujeto es capaz de establecer entre
los diferentes elementos matemadticos y por la
coordinacién entre los diferentes sistemas de
representacion: grafico (G), algebraico (A) y analitico
(AN) en la resolucién de las distintas tareas. Estos
niveles se construyen de manera progresiva,
continua y ascendente.

RESULTADOS Y DISCUSION

Vamos a describir el desarrollo del esquema del
concepto de Integral Definida de uno de los alumnos
que participaron en este estudio. Para ello vamos a
presentar la produccion de este alumno en relacion
con las tareas de cuestionario completdndola con
sus intervenciones a lo largo de la entrevista.

El desarrollo del esquema de este alumno estd
caracterizado porque no es capaz de establecer
relaciones logicas entre los elementos matematicos,
es decir, utiliza algunos elementos matematicos de
forma aislada. Por ejemplo, en la tarea 1:

El drea de la region rayada es mayor que 12 y menor que 48.
a. éPor qué?

b. ¢ Puede dar valores mas ajustados?

c. éCudles?

d. ¢Como los obtiene?
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Representa graficamente la funcidn calculando una
aproximacion grafica por exceso y por defecto del
area bajo la curva mediante figuras geométricas
apropiadas para ajustar el area.

Figura 1. Representacion G de la tarea 1 del cuestionario

Es decir, utiliza el elemento matematico ACA de
forma G, porque forma un rectangulo de base el
segmento determinado por los extremos en el eje
de abscisas entre los que se quiere calcular el drea 'y
de altura la ordenada correspondiente a la abscisa 3.
Traza su diagonal para formar dos triangulos
rectangulos, uno de los cuales cubre parte del area
sombreada. Sobre la hipotenusa de éste traza otro
triangulo, tratando de cubrir el resto del area
sombreada.

Para calcular la aproximacién del drea por exceso de
forma A, a partir de la construccidén gréfica realizada,
calcula el drea del rectdngulo y luego da una
aproximacion restando cierta cantidad (x=20) que él
considera adecuada, como se puede ver en la
siguiente imagen:

> £
i "\._116: Y ol o = A
EaarOw g
A = e R - - 8 — X
CEitonsws L £
Wineds ¢ V,"'r_ b, t (l'\w.
;u,,vr‘t:g, (; Xa:d OCES  YB-X -
¥8-4) = 28

Figura 2. Resolucidn A de la tarea 1 del cuestionario

Esta utilizando un Unico elemento matematico ACA
de forma A, porque calcula el drea del rectangulo a
partir de su férmula, llama x a la regién que esta por
encima de la sombreada, le da por tanteo el valor de
20 vy calcula el valor aproximado del area bajo la
grafica como 28 unidades cuadradas.
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Durante la entrevista reconoce que no es capaz de
hacerlo de otra manera:

A5: Decimos que el drea es igual a base por altura,
entonces armamos el cuadro y tratamos de hacer
una linea para hallar el drea.

I: éPor qué le resta x ?

A5: Porque, no sabemos cudnto vale el drea que
tenemos en blanco, con la que formamos el cuadro,
para hallar los otros valores.

I: é Por qué justifica las cotas de esa forma?

A5: No, son valores que uno le da como para
hacerlos.

I: éExiste otra forma de ajustar las cotas?

A5: Posiblemente por sumatorias de Riemann, pero
no sé.

I: ¢Cémo seria por una sumatoria de Riemann?

A5: No, tocaria hallarle el drea a cada uno, pero no,
eso es complicado, pero sinceramente en este
momento no me acuerdo.

Aungue en este extracto, menciona un cuadro, en
realidad se estad refiriendo al rectangulo que ha
construido de forma grafica de base 6 unidades y de
altura 8 unidades. Como puede notarse, finalmente
el estudiante no recurre al area de los triangulos que
ha formado, ni del trapecio que trazo sobre la region
sombreada para aproximarla.

Por otra parte, cuando se le pregunta por otras
formas de aproximacion recuerda el nombre de las
sumas de Riemann, pero no es capaz ni siquiera de
plantearlas.

Otra tarea en la que el alumno utiliza el mismo
elemento matematico y de forma similar es la tarea
3:

Sea R, la region entre la grafica de la funcion
fx)=x" y el ejex en el intervalo[O, 4].

Utilizar particiones para aproximar el valor del

area de la regién Ry justificar la respuesta.

Este alumno representa inicialmente de forma G la
funcién, luego estd utilizando el elemento
matematico ACA de forma G:
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Figura 3. Representacion G de la tarea 3 del cuestionario

Pero para calcular una aproximacion recurre a una
representacion A de dicho elemento matematico
como se puede observar a continuacion sin tener en
cuenta la representacién grafica previamente
realizada:

- =

> todwlos O A-b.a

Temeos 4 (2%2 W(2x-8)
ot 25

20
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Figura 4. Resolucién A de la tarea 3 del cuestionario

Para ello subdivide el intervalo en dos subintervalos
de longitud de la base 2 unidades cada uno. Forma
dos rectangulos, uno de altura 2 y otro de altura 8 y
aplica la férmula del darea correspondiente para
aproximar el drea. No hay coordinacidn entre los
calculos algebraicos y la representacién grafica
puesto que las alturas no se corresponden con
ninguna figura geométrica que haya representado
en la grafica y tampoco se corresponden con los
puntos por los que pasa la curva (las alturas de los
rectangulos deberian haber sido 4 y 16). Durante la
entrevista, cuando se le pregunta por los célculos
que realizd en el cuestionario, no es capaz de
establecer un razonamiento ldgico que los justifique.

I: éLa expresion 2 x 2 de ddnde la obtiene?

A5: Porque ésta es la base que seria...

I: ¢Qué quiere decir con que ésta es la base?

A5: Que queremos hallar el drea y necesitamos saber
cudl es la base de la figura que nos dan, entonces
decimos que 2x 2.

I: éDe ddnde obtiene2x2 +2x8? ¢De ddnde

obtuvo ésta expresion?

A5: Tiene que ser de la figura.

I: ¢Cémo de la figura, como la obtuvo, de donde la
saco, qué haria en este momento?

A5: No, no me acuerdo profe.

Se pone de manifiesto que utiliza los conocimientos
que tiene sobre el concepto de funcion para graficar
la funcion cuadratica, recuerda la formula del area
del rectangulo y utiliza un calculo numérico erréneo
para aproximar el area, que no sabe justificar, y no
coordina los sistemas de representacién grafico y
algebraico por lo que se puede inferir que este
alumno sélo menciona este elemento matemadtico
de manera aislada sin coordinar los diferentes
sistemas de representacion.

En general, este alumno se siente mas comodo
cuando trabaja en el registro algebraico que en el
registro grafico. Esto se puede observar claramente
cuando se le pide que realice un razonamiento
grafico en la tarea 6:

Dada la grafica de estas funciones, explicar en
términos del grafico, por qué
a, a, a,
2 2
J(x +x)dx = _[x dx + dex.
0 0 0
> =22 e
y=x2
y =
ol 1 = 3 s

Utiliza un procedimiento exclusivamente algebraico
para resolverla, a pesar de que la tarea dice que se
explique la propiedad en términos graficos.
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Figura 5. Resolucion A de la tarea 6 del cuestionario

Por la forma como responde se pone de manifiesto
que recurre al elemento matematico el teorema
fundamental del Calculo (TFC) de forma A, porque
para demostrar la propiedad de linealidad se siente
obligado a calcular la integral en el intervalo [0, 3]
aplicando la regla de Barrow a ambos lados de la
igualdad. Se limita a desarrollar las integrales
propuestas en el ejercicio, y como no es capaz de
hacerlo cuando uno de los limites del intervalo de
integracion viene dado por una letra (a), lo sustituye
por un nimero que relaciona con la grafica (ya que 3
es el ultimo nimero que aparece en la escala del eje
de abscisas) y comprueba que obtiene el mismo
resultado numérico a ambos lados de la igualdad.
Durante la entrevista él mismo sefiala que no es
capaz de justificar la propiedad de forma G.

I: ¢Podria explicarme que quiere decir con este
razonamiento?

A5: Aqui, nos dan las integrales en unos intervalos,
pero el intervalo superior estd limitado por u,
entonces reemplazamos.

I: Es de cero a a, todos tienen el mismo intervalo de
ceroa a.

A5: Lo tomé como u, porque no se ve bien,
entonces le damos un valor mds o menos
aproximado a la grdfica y lo resolvemos.

I: é Podria demostrarlo grdficamente?

A5: No

Ademds, por alguna deficiencia en las fotocopias, no
es capaz de distinguir el extremo superior del
intervalo de integraciéon (a) al que cambid Ia
denominaciény lo llamé u y, como reconoce que no
puede manejar la integral como un objeto, le da un
valor numérico a esta variable (3) y luego calcula las
integrales que constituyen la  propiedad para
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demostrarla, obteniendo una igualdad numérica; no
logra utilizar los elementos matemdticos necesarios
para demostrar la propiedad de la unién de
intervalos de forma G.

Otra caracteristica determinante de este alumno
consiste en recordar algiin elemento matematico a
lo largo de todo el cuestionario, vinculado sélo a un
sistema de representacion, grafico, algebraico o
analitico. Como hemos mencionado, este alumno
tiene cierta tendencia a trabajar exclusivamente en
el registro algebraico sin coordinarlo con |la
representacion grafica lo que le conduce a ciertos
conflictos. Esto se pone de manifiesto en la manera
que tiene este alumno de resolver la tarea 2:

Sea R, laregion encerrada por el grafico de la
funcion f(x) =4x yelejex ,en el intervalo [-2,2].

a. Dibujar la gréfica
b. Calcular graficamente el drea de la region R.

c. Calcularla f24x dx

d. ¢éSoniguales los dos resultados anteriores?
Justificar cada paso.

En la respuesta al cuestionario, este alumno lo
primero que hace es representar graficamente la
funcién, con lo que responde correctamente al
primer apartado de esta pregunta:

»/ jc ]

>
v >

1
¥ " LA T |
W/ b ) [ gud + [ P n
1 J va A
: Wer> @
1° J+¥=-0
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Figura 6. Resolucion G y A de la tarea 2 del cuestionario

Para calcular el area no es capaz de utilizar ACA de
forma G, como se le pide en el segundo apartado,
mediante el calculo del area de los tridngulos que se
han formado y recurre al elemento matematico TFC
como calculo algebraico aunque de forma incorrecta
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porque aplica mal la regla de Barrow y no se da
cuenta que el valor del area no puede ser cero.

Cuando trata de calcular la integral lo hace
exclusivamente de forma A.
Lo (Aewke J ¥ Js >L‘~, A. /,‘ +
2(1 2 ,pf©
g e B = C /
/ / / ‘/ '{‘ (7(1' P iy Yk

LG e/ b Kxules |
d 'r FealA i 4 [ o4 u.“\(l(
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s lecdules /uw(ﬂ‘w‘( &, ¢ o ‘lo

¢ 0of
JEFuriph ¢ Lo lipo®es (s Mee .
Figura 7. Resolucion A de la tarea2 del cuestionario

Para ello, aplica el elemento matemadtico TFC
utilizando la regla de Barrow y cémo no fue capaz de
utilizar LID como area de una regidn obtiene el
mismo resultado anterior, entonces afirma que la
Integral Definida como calculo algebraico es lo
mismo que la Integral como area de una region.
Estos son los argumentos que utiliza cundo justifica
el procedimiento anterior.

I: ¢Cémo calculd el drea grdficamente?

A5: Por eso, por una integral.

I: éQué le piden aplicar la integral o calcular
grdficamente?

A5: No, aplicar grdficamente, hallar el drea de éste
tridngulo y restarle éste.

I: ¢Cémo seria?

A5: Con la Integral Definida.

I: ¢El drea de un tridngulo se haya con la Integral
Definida?

A5: No, no me acuerdo, porque es que aqui me dice
calcular grdficamente la region.

I: ¢Qué valor obtuvo al calcular la integral?

A5: Supuestamente cero.

I: éPor qué da cero la integral?

A5: Porque al evaluarlo primero en la parte superior
y en la inferior me daria cero.

I: ¢Un drea puede dar cero?

A5: No...

I: ¢Como calcularia el drea?

A5: No, no me acuerdo profe.

En el protocolo de la entrevista pone de manifiesto
que no es capaz de utilizar el elemento matematico
ACA de forma grafica, de hecho sefiala que para
calcular el drea de la region sombreada hay que

restar el area de los dos triangulos formados por la
grafica. Se limita a utilizar los elementos
matematicos de forma algebraica tanto para calcular
la integral como el area, sin coordinar con los
aspectos algebraicos con la representacion grafica y
obtiene como resultado cero. El es consciente que el
area no puede ser cero y ésta situacion le genera un
conflicto.

En tercer lugar este alumno recuerda algunos
elementos matematicos con errores en las tareas 4,
5, 7cy 8. Sus errores estan relacionados con calculos
incorrectos (relacionados con los signos que se
obtienen al aplicar la regla de Barrow), el
desconocimiento de la funcién valor absoluto, el
calculo incorrecto de la primitiva de alguna funcion,
su falta de capacidad en el manejo del registro
grafico, el desconocimiento de las condiciones para
aplicar la regla de Barrow y concepciones erroneas
de la Integral Definida y de las sumas de Riemann.
Por ejemplo, en la tarea 4:

Calcular el area limitada por la grafica de la
funcic’mf(x)z‘Zx -1

[0, 2] y el ejex Justificar la respuesta.

, en el intervalo

El alumno no realizé ninguna grafica de la funcién
por lo que responde de forma exclusivamente A en
el cuestionario:

1

1
lngetld - 2
0 1

.X"'; y

Figura 8. Resolucion A de la tarea 4 del cuestionario

4

En esa respuesta, se puede observar que el alumno,
por un lado, no tiene en cuenta que la funcién que
esta integrando es la funcién valor absoluto y
prescinde de dicho valor absoluto. Por otra parte, la
primitiva asociada a esa funcion no es correcta, soélo
ha integrado una parte de la funcién, no ha tenido
en cuenta el -1 de la funcién. Los errores estan
asociados tanto a su desconocimiento de la funcion
valor absoluto como al célculo de la primitiva.
Ademas, como no ha representado graficamente la
funcién, no tiene otros recursos para calcular el area
que se le pide y en la entrevista no es capaz de
desarrollar una justificacion a los calculos que hace:
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I: é Considera qué esa funcion estd bien integrada?
A5: Pues no se profe, en este momento no se, pues
yo la hice asi pero...

I: ¢éSi le piden calcular el drea, por qué aplicé la
integral?

A5: éSi me piden calcular el drea?

I: Si le piden calcular el drea de una funcion valor
absoluto ¢ Por qué aplica la integral de esa funcion?
A5: Porque con ella también la puedo hallar.

Al igual que hizo en la tarea 2, este alumno
demuestra que cuando se le pide el calculo de un
area inmediatamente lo asocia con la Integral
Definida de memoria sin darse cuenta que podria
haber formas mas sencillas para calcular esas areas
cuando no se sabe calcular la primitiva de una
funcién o cuando el 4rea formada es simplemente
una forma geométrica sencilla de la que se tiene una
formula algebraica para calcular su area.

También comete algunos errores en la resolucién de
la tarea 5 cuando tiene que utilizar las propiedades
de la integral definida de funciones positivas vy
negativas.

Dada la grafica def(x)= 2x—x2, calcular por

aproximaciones el area de la regidon rayada.
Justificar el procedimiento utilizado.

L XD — 2 — =

7

Para responder a esta tarea, el alumno no lo hace
mediante aproximaciones sino que se limita a aplicar
la regla de Barrow

* 2
Sx 23— o J—’S‘ 2 - % dn

o~

.jt:z_s(—)(,(}\( - 51 J_;(—)(ZJX

£
=8 Wil S 5/
s 2
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2-(%+42
<
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Figura 9. Resolucién A de la tarea 5 del cuestionario
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Por la forma como responde pone de manifiesto que
utiliza el elemento matemadtico TFC (concretamente
la regla de Barrow) y se limita a realizar un célculo
algebraico que le da como resultado un nimero
negativo que no puede ser el area geométrica de la
region. Este alumno no ha aplicado correctamente la
regla de Barrow al sustituir en los extremos de los
intervalos de integracién, no ha utilizado el signo
menos correctamente y por eso el resultado es un
nimero negativo. Ademas no utilizé el paréntesis
necesario para indicar cual era la funcién que estaba
en el integrando en cada integral y supuso que el
extremo derecho del segundo intervalo de
integracion era 4 cuando en la gréfica se indica el
3,5.

Durante la entrevista menciona la propiedad del
calculo de dreas de funciones no estrictamente
positivas.

A5: ...hay una formula que dice que cuando uno tiene
dos dreas hay que mirar la que estd por arriba y la
que estd por debajo, entonces se tiene la que estd
por arriba y se le resta la que estd por debajo y se
evalua en los intervalos dados.

I: éPor qué se resta?

A5: Porque estd por debajo, si no estoy mal, es
porque estd por debajo.

I: ¢Siempre que esté por debajo se resta? ¢Cudl es
ese criterio?

A5: éCudl es el criterio? No.

I: éDe qué forma podria aproximar el drea?

A5: éDe qué otra forma lo puedo hacer? Pues con
particiones, con una suma de Riemann, pero no.

I: ¢Cémo seria con particiones? ¢ Podria comentarlo?
A5: (El estudiante se rie), los divide en rectdngulos y
empieza hallar el drea.

En el protocolo se pone de manifiesto que menciona
una relacion entre los elementos matematicos ACA y
TFC; pero, por un lado no es capaz de dar una
aproximacién del area utilizando sélo el elemento
matematico ACA de forma G ni Ay, por otro, cuando
calcula el drea usando la regla de Barrow lo hace de
forma errénea al confundirse con los signos.
También comete errores cuando trata de resolver la
tarea 7c:
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Considerar el valor de verdad o de falsedad de la
afirmacién _[lx_z dx = [— X’ ]l_] = (— 1) -1==-2

y en caso de ser falsa, explicar por qué o dar un
contraejemplo.

En el cuestionario responde de forma
exclusivamente algebraica mediante el siguiente
razonamiento.

e 3 /‘
J_. X dy 2 'X‘/‘/_,

i

A 2

Figura 10. Resolucion A de la tarea 7c del cuestionario

El procedimiento algebraico que utiliza para resolver
la tarea pone de manifiesto que desconoce las
condiciones necesarias para poder aplicar la regla de
Barrow, porque encuentra la primitiva de la funcién
y la evalta en los limites de integracion, pero no se
da cuenta que la funciéon tiene una discontinuidad
en un punto del intervalo; es decir desconoce las
condiciones para poder aplicar los elementos
matematicos que debe utilizar para justificar el valor
de falsedad de la proposicion.

En la entrevista insiste en que el procedimiento de
solucién es correcto aunque la solucién final no sea
igual a la que él obtuvo:

I: ¢Qué valor le dio a la proposicion 7c y por qué?

A5: Dicen que va de -1 a 1, dije que era falsa.

I: éPor qué la considera falsa?

A5: Porque la resolvi, no sé, si estd bien, me dio lo
contrario, un numero contrario a la respuesta
anterior que nos dan.

I: ¢Qué aplicaron ahi, para resolver esa integral?

A5: En lo que hemos visto, en la integral, se integra
la funcidn, la evaluamos en los intervalos, que es -1y
1y solucionamos.

I: ¢Estd de acuerdo con el procedimiento mds no con
la respuesta?

A5: No, la respuesta supuestamente es falsa, porque
me dio lo contrario es por el procedimiento.

Asocia el concepto de integral definida con un
algoritmo para calcularla sin tener en cuenta las
condiciones para poder aplicarlo y por eso considera
valido el procedimiento, pero la solucién final no es
igual a la suya porque comete un error en el signo

de la respuesta y por tanto piensa que la afirmacion
es falsa por esa diferencia en el signo. Este alumno
desconoce los elementos matematicos necesarios
para poder tomar una decision sobre la resolucion
de esta tarea.

Por ultimo, en la tarea 8 también pone de manifiesto
que recuerda algunos elementos matematicos con
errores

(Cudl es el significado matemdtico de la Integral
Definida de la funcién y = f(x) en un intervalo

[a,b]2

En la entrevista el estudiante responde utilizando los
argumentos siguientes:

I: ¢Cémo le explicaria a un compaiiero el significado
de la Integral Definida?

A5: Dice que el significado matemadtico, es que la
Integral Definida es un limite y donde el intervalo
digdmoslo [a,b] estd dividido en subintervalos
infinitos, los cuales al sumarse en una suma de
Riemann nos va a dar un valor numérico.

I: ¢Qué quiere decir en una suma de Riemann y un
intervalo infinito?

A5: Una suma de Riemann, es por ejemplo las
particiones, o sea, la integral es un numero y la suma
de Riemann son las particiones que yo puedo hacerle
a ese intervalo y sumarlo infinitas veces.

En el protocolo se pone de manifiesto que el
estudiante recuerda el elemento matemdtico ACA
cuando menciona las particiones de un intervalo en
subintervalos pero lo hace de forma errénea puesto
que asociada la subdivision del intervalo
directamente con las sumas de Riemann sin tener en
cuenta la funcién, y ademads en lugar de considerar
infinitos subintervalos habla de subintervalos
infinitos Esta puede ser la razén por la que este
estudiante no sabe utilizar algunos elementos
matematicos en la resolucién de las tareas del
cuestionario.

En la siguiente tabla se puede observar las
caracteristicas que mostréo este alumno en el
desarrollo del esquema del concepto de Integral
Definida:
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Tabla 1. Relaciones ldgicas, elementos matemadticos y sistemas
de representacion que caracterizan los niveles de desarrollo del
esquema de Integral Definida en A5

RELACIONES ELEMENTOS SISTEMAS DE
NIVEL LOGICAS MATEMATICOS REPRESENTACION
El area como
aproximacion: (G, A) Grafico
No -Aproximacion del area  Algebraico
establecer  de una regién plana. Analitico
relaciones  -Férmula del area del
légicas rectangulo.
entre los -Formula del area del
elementos  triangulo.
matematic  -Particion del
os. intervalo.
INTRA 1 -Sumas de Riemann.
Recordar El area como limite de
s6lo algin una suma:(AN)
elemento -El limite de las sumas.
matematic  La Integral Definida:
oalolargo (A)
de todo el -La definicidn analitica
cuestionari  de integral definida.
o, -La integral definida
vinculado como area de una
solo a un region.
sistema de - Laintegral definida
representa como calculo
cion, algebraico
grafico, -La integral de
algebraico  funciones positivas y
o analitico.  negativas.
-Propiedades de la
Recordar integral definida de
elementos  funciones positivas y
matematic  negativas.
os con Propiedades de la

Integral Definid:(A)
-Integrales especiales.
-De linealidad.
Teoremas
fundamentales:(A)
-Regla de Barrow.

errores.

A este alumno se le asigno el subnivel de desarrollo
INTRA1 puesto que no es capaz de establecer
ninguna relacion légica entre los elementos
matematicos, recuerda los elementos matematicos
de memoria y muestra dificultad para utilizarlos en
la resolucion de las tareas, utiliza elementos
matematicos sélo en las formas de representacion G
y A mostrando algunas concepciones errdéneas vy
resuelve algunas tareas de forma incorrecta.
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CONCLUSIONES

De manera global, por la forma como el alumno
resolvié las tareas a lo largo de todo el cuestionario,
el modo de justificar las respuestas en la entrevista y
la comprension del concepto de Integral Definida
que refleja en el mapa conceptual, podemos afirmar
que el alumno recuerda los elementos matematicos
que constituyen el concepto de Integral Definida de
memoria y con dificultades, porque los menciona
pero no es capaz de aplicarlos en la resolucién de las
tareas, y cuando intenta utilizarlos ademas de
hacerlo de forma inconexa, muestra concepciones
erréneas. No es capaz de manejar el registro Gy en
el registro A comete muchos errores.

En general, relaciona el concepto de integral con un
algoritmo de calculo, concretamente la utilizacion de
la  regla de Barrow, aunque la utilice
inadecuadamente en algunas tareas porque no se
cumplen las condiciones para aplicarla. No tiene una
concepcion objeto de la suma de Riemann puesto
que recuerda su definicién con ciertas concepciones
erréneas como las relativas a los subintervalos y, en
cuanto a su formulacién algebraica, cuando tiene
que utilizarla, no sabe cémo hacerlo. No maneja los
diferentes sistemas de representacion ni los
coordina, casi exclusivamente se restringe al sistema
algebraico, cierto manejo del grafico, pero no
maneja el registro analitico. No es capaz de aplicar la
definicion de Integral Definida puesto que confunde
las tendencias de la longitud de particion y el
numero de subintervalos formados por la ausencia
de coordinacién entre los registros grafico y
algebraico.

Ademads comete numerosos errores como: errores al
calcular las alturas de los rectangulos por no haber
sintesis entre los sistemas grafico y algebraico,
confusidn en las tendencias de n y de la longitud de
los intervalos, dificultades para expresar una suma
de Riemann en una situacidn concreta, errores en
los calculos de las primitivas.

En definitiva, este alumno utiliza algunos de los
elementos matematicos que constituyen el
concepto de Integral Definida desde un
pensamiento exclusivamente algebraico y operativo,
presenta algunas dificultades con las
representaciones graficas y recuerda de memoria e
incluso con errores algunos elementos matematicos
o tiene concepciones erréneas.
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