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RESUMEN

La Teoria de Contraccion es una herramienta metodologica relativamente nueva empleada para el estudio de
la estabilidad en los sistemas dinamicos no lineales. Debido a su considerable complejidad matematica, esta
teoria puede llegar a ser algo dificil de comprender, especialmente en el caso de estudiantes o profesionales
no inmersos en el campo de la geometria diferencial y el control no lineal. A fin de hacer la teoria mas ac-
cesible, este articulo presenta una discusion simplificada de los elementos motivacionales que dan origen a
la misma. Con ello, se pretende que el lector adquiera un sélido entendimiento de la naturaleza de la teoria
de Contraccion, asi como del concepto de la Estabilidad Incremental, nocion que da origen a esta primera,
con el objetivo de que logre una adecuada introduccion al tema y pueda aplicarlo correctamente en estudios
posteriores relacionados.

Palabras-clave: Teoria/Analisis de Contraccion, Estabilidad Diferencial, Estabilidad Incremental, Sistemas
Convergentes, Analisis de Estabilidad, Sistemas No Lineales, Control No Lineal.

ABSTRACT

The Contraction Theory is a relatively new methodology used to study of the stability of nonlinear dynamical
systems. Because of its relative mathematical complexity, this theory could be a difficult thing to understand,
especially for students and professionals not involved in the field of the differential geometry and nonlinear
control theory. In order to make the Contraction Theory easier to introduce, this paper presents a simplified
discussion of the motivational elements which give rise to the theory. Thus, it is intended the reader gains
a solid understanding of nature of the contraction as well as the incremental stability, so as to he/she gets a
suitable introduction to the subject and he/she can properly apply it into related subsequent studies.

Key words: Contraction Theory/Analysis, Differential Stability, Incremental Stability, Convergent Systems,
Stability Analysis, Nonlinear Control.
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INTRODUCCION

Entre las conductas mas destacadas dentro del trata-
miento de los sistemas dinamicos se encuentran las con-
cernientes a la Estabilidad; una propiedad sumamente
importante, entendida como una caracteristica de afini-
dad y buen comportamiento, en donde el estado del sis-
tema alcanza alguna condicion de invariancia dindmica
perdurable, dotdndolo de consistencia y regularidad en
su forma o actuar. Estas propiedades ademas de ser muy
significativas, son considerablemente muy deseables y
por tanto de gran interés de estudio dentro de todos los
campos de las ciencias e ingenierias.

Hasta el dia de hoy, el problema de la estabilidad ha
sido relativamente tratado con éxito a través del em-
pleo de la Teoria de Lyapunov (1-3); propuesta a finales
del siglo XIX y denominada asi en honor a su autor.
Aunque su metodologia puede ser justificada por va-
rias razones matematicas y fisicas (véase por ejemplo
(4) pag. 19-20), la version mas coherente y por tanto
aceptada, es la que describe esta propiedad como una
particularidad derivada de un fenémeno energético (3);
un razonamiento muy acorde a los principios y leyes
fundamentales de la fisica. Basicamente, la metodolo-
gia de Lyapunov afirma que la estabilidad de un sistema
dinamico se haya inherentemente atada a su evolucion
energética, y que esta puede ser indirectamente refle-
jada a través de una cuasi-funcion escalar de energia
denominada de Lyapunov.

Si bien esta propuesta ha sido extremadamente prove-
chosa para el estudio de problemas de estabilidad, aun
cuenta con algunos vacios conceptuales y matematicos
que no explican ciertos procedimientos analiticos, y que
al tiempo generan algunas dificultades de procedimien-
to y aplicabilidad asociadas fundamentalmente a su fal-
ta de sistematicidad, determinismo y generalidad (vea
(5) para una discusion profunda).

Con el fin de generalizar el tratamiento de la estabili-
dad y subsanar estas carencias practicas de la teoria de
Lyapunov, surge una nueva propuesta inspirada de la
mecanica de fluidos y estructurada a partir de elementos
de la geometria diferencial, denominada Teoria o Ana-
lisis de Contraccion (6, 7). Esta herramienta relativa-
mente nueva, estudia la convergencia entre trayectorias
en los sistemas dinamicos sobre el espacio de estados,
y abstrae esta idea a la de un campo de flujo actuando
dentro de un espacio fluido. Bajo este marco de trabajo,
el concepto de estabilidad sufre una redefinicion, ya que
la estabilidad no necesariamente esta ligada a un punto
de equilibrio o movimiento nominal, sino que se aso-
cia a la independencia del comportamiento del sistema
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con respecto a sus condiciones iniciales. Tal forma de
estabilidad es conocida como Estabilidad Incremental
(8-10).
Puesto que en principio la teoria de Contraccion puede
aparentar ser relativamente compleja debido a su no-
table carga matematica —principalmente en compara-
cion a la encontrada en Lyapunov— y debido a la gran
importancia que representa la incursion de una nueva
teoria —en particular ésta—, para el tratamiento de la es-
tabilidad, el presente articulo propone una breve aunque
muy clara introduccion conceptual a los fundamentos
motivacionales de esta teoria, con el objetivo de brindar
cimientos solidos que permitan un entendimiento claro
de su naturaleza y faciliten estudios posteriores relacio-
nados de mayor profundidad.
Considere para la discusion y por el bien de la simpli-
cidad, sistemas deterministicos continuamente diferen-
ciables, cuya representacion matematica esta dada por
el conjunto general de ecuaciones diferenciales ordina-
rias (ODEs) de la forma
x=f(t,x) (1)
donde ¢ € [0,0) es el tiempo, x € R es el vector de
trayectorias de estado, con el par (¢, x,) como las condi-
ciones iniciales de una solucion particular arbitraria del
sistema, y f(*,”) como un mapeo vectorial continuo, di-
ferenciable y uniforme (Lipschitz) tal que f:[0,00)xD—
R" con D C R" como un subconjunto que contienen
el origen como punto de equilibrio x,, y tal que ambos
verifican que f(t, x, )=0, V1> 0.
Inicialmente en la seccion Il se ofrece un razonamien-
to de la motivacion fisica que da origen a la teoria de
contraccion, justificando plenamente su uso en el trata-
miento de la estabilidad. Posteriormente en la seccion
III se introduce formalmente al concepto de estabilidad
incremental y a sus ventajas analiticas, para después, en
la seccion 1V, ilustrar el marco geométrico que describe
esta situacion incremental de trayectorias, fisicamen-
te vista como un estudio cinematico del flujo local. A
continuacion en la seccion V, se presenta el analisis de
convergencia entre trayectorias, el cual brinda la meto-
dologia basica para el estudio formal de la estabilidad,
y el cual representa, el resultado fundamental ya cono-
cido de la contraccion, que por razones de congruencia
y para mantener una linea coherente en el desarrollo del
presente articulo, sefialamos solamente hasta este pun-
to. La discusion finaliza en la seccion VI con algunas
reflexiones y observaciones acerca de lo expuesto.
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I. HACIA UNA NUEVA PERSPECTIVA MOTIVA-
CIONAL

A diferencia de la teoria de Lyapunov que se basa en la
evolucion energética del sistema, la teoria de contrac-
cion es desarrollada coherentemente desde una perspec-
tiva menos general pero igualmente intuitiva motivada
de la dinamica de fluidos (11, 12), la cual ofrece una
vision del comportamiento de los entes dinamicos como
si fuesen particulas inmersas dentro de un fluido.

Para ver esto con mas claridad, asuma el modelo clésico
de un fluido, compresible y laminar, compuesto de un
numero infinito de particulas, cuya velocidad y acelera-
cion es dependiente de su posicion y del tiempo, y que
en consecuencia ignora la teoria cinética de fluidos que
ordena un movimiento aleatorio de sus moléculas (13).
Desde esta perspectiva, el sistema dinamico general en
(1) es asociado fisicamente a un flujo de régimen tran-
sitorio (o no-estacionario) n-dimensional dentro de este
fluido, donde x (¢) representa la velocidad vectorial del
flujo en la posicion espacial n-dimensional x(¢) en el
instante de tiempo ¢. En tal caso, la solucion particular
del sistema x(; x, ) describe una linea de flujo trazada
por una particula & inicialmente etiquetada por su con-
dicion inicial x, en el medio fluido (Fig. 1).

Dentro de este contexto, la idea de estabilidad es en-
tendida de manera diferente a como se hace conven-
cionalmente. En este caso, el interés se enfoca sobre el
comportamiento global del flujo, que es el que descri-

Linea de
Trayectoria

Particula

be la dindmica general del fluido y no simplemente al
movimiento de una unica linea. Poco o ningtn sentido
tiene en la mecanica de fluidos, estudiar con detalle la
trayectoria de una particula individual la cual no brinda
informacién acerca de la conducta de sus compaieras
o del flujo en general que es el que termina siendo el
elemento de interés. El concepto de estabilidad se haya
ahora totalmente ajena a cualquier movimiento, trayec-
toria o punto nominal como es acostumbrado puesto
que en principio no hay una tnica linea de flujo (limite
o referencial) sobre la cual pueda definirse la dinamica
de grupo. La estabilidad se reduce entonces a una pro-
piedad intrinseca del sistema que retrata la independen-
cia de su comportamiento en relacion a sus condiciones
iniciales, las cuales se dice que son simple y llanamente
olvidadas, puesto que la condicion de estabilidad es to-
talmente ajena a éstas. Esta idea se ve mas clarificada
con la nocién de convergencia: si todas las trayectorias
de flujo se acercan progresiva y mutuamente entre si
unas a otras en una region del espacio fluido, e inde-
pendientemente de su origen o punto de partida dentro
del mismo, entonces el flujo se dice convergente, y como
consecuencia toda particula o linea de corriente alcan-
za un movimiento nominal dado (Fig. 2). En tal sentido,
se dice que el sistema es convergente o mas formalmen-
te incrementalmente asintoticamente estable (iAS) (5,
8) y el espacio de trayectorias se “contrae’.

X Lineas de Flujo

Figura 1. Flujo de Particulas en un Fluido.
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Trayectoria
Deseada xg

Figura 2. Flujo Convergente

Por supuesto, notese que si se aplica un razonamiento
similar, con la nocién de divergencia, puede determi-
narse la expansion del espacio de trayectorias, y por lo
tanto, coherente con una nocién de inestabilidad incre-
mental (11).

II. HACIA UNA FORMA DE ESTABILIDAD IN-
CREMENTAL

Convencionalmente durante el proceso de disefio de
estabilidad, en el caso de la ingenieria de control, se
comienza por garantizar la existencia de una solucion
especifica previamente determinada, para posterior-
mente verificar y/o asegurar su buen comportamiento.
Si por algun motivo la solucion varia de la inicialmen-
te pactada a través de un cambio en su condicion ini-
cial, debe asegurarse reiteradamente la estabilidad de
la nueva solucién, involucrando asi un nuevo proceso
analitico de disefio puesto que la dinamica del siste-
ma podria cambiar extraordinariamente; algo no sim-
plemente molesto para el analista sino sobre todo muy
poco conveniente en sistemas dindmicos con alto grado
de incidencia, incertidumbre y sensibilidad dinamica,
de ignicion variable, con alto riesgo de pérdida, y entor-
nos altamente variables y perturbados. En la mayoria de
los casos el hallazgo de una primera solucion particular
puede representar una ardua tarea.

Una propuesta alterna que evade este problema, es pre-
cisamente la de estudiar directamente la estabilidad en-
tre trayectorias, es decir la estabilidad incremental, y
garantizar desde el comienzo la estabilidad de todas y
cada una de soluciones del sistema; y solo hasta enton-
ces fijar una solucion particular dada, de modo que no
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sea motivo de preocupacion las caracteristicas de esta-
bilidad del sistema que de ante mano seran conocidas.
Tal propuesta resulta de gran interés, debido a que el
empleo de la perspectiva incremental puede resultar
enorme e increiblemente ventajoso tanto para los resul-
tados de control como para la propia metodologia de
analisis (6, 7). Estudios en el campo del control lineal
robusto demuestran que el uso de normas es altamente
efectivo y conveniente en la confrontacion de proble-
mas con requerimientos de robustez y sensibilidad (14);
ademas, tales atributos pueden ser exportados al &mbito
no lineal al igual que otros requerimientos mas estric-
tos relacionados a propiedades lineales, simplemente
adicionando el marco incremental a la ecuacion, per-
mitiendo inclusive mantener esta perspectiva lineal de
trabajo ((15) (9) y demas referencias halladas en ellos).
Investigaciones posteriores (9, 15-17) corroboran estos
seflalamientos y afirman especificamente que el uso de
normas incrementales permite tomar en cuenta no solo
los requisitos no lineales clasicos, relacionados con la
capacidad de reducir y rechazar efectos distorsivos de
dindmicas no medibles (por ejemplo, incertidumbres
no estructuradas o perturbaciones exogenas), sino que
también abarcan problemas especificos asociados con
la naturaleza lineal y el rendimiento de la planta, tales
como condiciones iniciales arbitrarias y comportamien-
tos en estado estacionario.

De esta manera, en vez de evaluar la tendencia de las
trayectorias en relacion a un tUnico atractor, se analiza
la evolucion entre pares arbitrarios de trayectorias en
una region del espacio, evaluando en general el com-
portamiento de todas ellas, en busca de alguna clase de
conducta de reciprocidad, afinidad o correspondencia
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mutua, en donde la dinamica de cada una se ve sujeta o
dominada por la de las demas. El comportamiento de la
estabilidad incremental es entonces caracterizado ple-
namente desde el punto de vista geométrico analizando
la Norma Incremental entre soluciones. Es asi como,
la estabilidad exponencial incremental puede definirse
entonces de la siguiente manera:

Definicion 1 (iGUES) (10): E! sistema dinamico (1)
se dice Incrementalmente (Globalmente) Exponencial-
mente Estable (iGUES) si, existen tres constantes r,k,A
estrictamente positivas tal que

||xi(t) - xj(t)” < kl Xio(to)

para todo x,, ., € R"y todo Vz,,> 0.

Notese, que para fines practicos y por el bien de la sim-
plicidad en esta discusion, solamente es considerada la
version global exponencial (iGUES) de la estabilidad
incremental, que por extension es igualmente una forma
mas robusta de la iAS comentada en la seccion anterior
(5). Multiples y diversas formas de estabilidad incre-
mental pueden ser halladas en (4, 5, 8, 9) tanto en el
espacio de estados como en el de Lebesgue.

Trayectoria
Deseada x,

III CINEMATICA LOCAL DE FLUJO

Alternativamente, la estabilidad incremental puede ser
estudiada diferencialmente, a través de la extension del
marco de la dinamica de fluidos propuesta por la teoria
de Contraccion (6, 7); lo cual es directa y explicitamen-
te senalado en (4, 5, 10, 18).

El analisis de estabilidad se encauza entonces como un
estudio diferencial, dado en relacion a micro-flujos o
localidades de soluciones vecinas del sistema dinamico
en cuestion. Esta tarea es analiticamente llevada a cabo,
como un analisis geométrico de la evolucion de la dis-

v . o e
- X (to)”e (t=to) (2) tancia entre pares arbitrarios de trayectorias —infinitesi

malmente— vecinas dentro de una region del espacio, lo
cual se logra a través del estudio de la dinamica local
exacta que fija el comportamiento entre soluciones del
sistema dinamico, indiferentemente si es o no lineal o
variante en el tiempo. Asi, si la distancia entre ambas
trayectorias disminuye con el tiempo todas las lineas
de flujo convergen y el sistema claramente se contrae,
si por el contrario las lineas se separan, el sistema en-
tonces se expande. Esto por supuesto conlleva a que las
trayectorias convergentes alcancen una trayectoria limi-
te particular, o por el contrario, se alejen de ella.

Para ver esto con mas detalle, considere dos particulas

Trayectoria
eal x(x,,)

Particula &,

> X,
X

Particula &,

Trayectoria
Real x(x,)

Figura 3. Dinamica Local entre Trayectorias de Particulas
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lagrangianas & arbitrarias y dentro de un campo de flu-
jo f(x.,f) en un 1nstante fijo de tiempo t, referenciadas a
un sistema rigido de coordenadas cartesianas OX, X
X,. La primera transitando sobre la posicion x, mientras
que la segunda se halla a una distancia Ax (Fig. 3).

La dindmica que modela la proximidad entre ambas
trayectorias dentro del campo de flujo esta dada por el
incremento Ax {(t) entre las velocidades de campo aso-
ciadas a las posiciones x y x + Ax sobre las cuales se
hallan el par de particulas & _, en ese instante, es decir

Ax(t) = Af(x(t), Ax(t),t)
(3)
= f(x(t) + Ax(t),t) — f(x(t),t)

Ya que f(x(#)+Ax(t),f) puede expresarse por una expan-
sion en series de Taylor, la proximidad (finita) entre
cualesquier dos particulas del medio es dada por

AFCx(e), Ax(D), £) = 22 (x(t), D)Ax + 327 (x(6), )AX? +

-(4)

Si ahora, en un tiempo dado, ambas particulas estan lo
suficientemente cerca la una de la otra, en una localidad
infinitesimalmente pequefia, tal que Ax—0, los térmi-
nos no lineales en (4) no solo no son despreciables sino
que son completamente nulos y el analisis puede reali-
zarse bajo el marco diferencial, de modo que la dina-
mica local sea descrita por el variacional del campo de
flujo f(x(¢),t), definido como

8x(t) = 8£(x(1), 1) = = (x(1), )éx  (5)

que define la primera variacion del campo vectorial fun-
cional f(x(?),f), con dx como un desplazamiento (varia-
cional) virtual (19, 20); estos ultimos son ampliamente
usados en la mecanica clasica y el control optimo. La
ecuacion “lineal”, denominada de conformidad con el
actual contexto como Dinamica Virtual (o Velocidad
Virtual) del sistema, describe el comportamiento local
“exacto” entre cualquier par de trayectorias vecinas (in-
finitesimalmente proximas) dentro del campo de flujo.

IV. ANALISIS BASICO DE ESTABILIDAD
A. Estabilidad Incremental
Un analisis estricto de estabilidad incremental puede

ser realizado ahora con mayor rigurosidad estudiando
la evolucion de la distancia entre trayectorias vecinas ox
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por medio de la dindmica virtual en (5).Si se considera
inicialmente la distancia local ds entre ambas particulas
vecinas como en la Fig. 3, definida matematicamente a
través de la norma euclidiana del desplazamiento vir-
tual &z como

8s? == 6xTox = ||6x|]>  (6)

la tasa de cambio de esta distancia cuadratica 8z' 6z es-
tara dada por

d

— (6xT8x) = 26x")(x, t)6x
dt

(7)
= 26X" Jym (x, t)6x

conJ  como la parte simétrica del jacobiano J =0f/dx.
Resolviendo a través de herramientas del céalculo y el
algebra lineal (ver (2, 3)) se obtiene

Amin(xT)dT

.r:g. Amax(xT)dT (8)

t
162, [l < |16x]l < 16, ]le

donde A_, (x,0) (A, (x,t)) es el maximo (minimo) au-
tovalor de o Partiendo de esta doble desigualdad,
es posible establecer varios criterios de estabilidad (e
inestabilidad) basados en la convergencia (divergen-
cia) de trayectorias, simplemente examinando el com-
portamiento limite de las integrales de los autovalores
méaximo A, (x,7) (minimo A . (x,7)) en (11) (6, 7, 21).
Inicialmente es facil de observar en (11) que un sistema
es iGUES en principio, si es asumido trivialmente si el
méximo autovalor A, (x,) es en todo momento unifor-
memente estrictamente negativo dentro de una region
dada.

De este modo la region es iGUES y el espacio de tra-
yectorias se contrae exponencialmente. Esto motiva la
siguiente definicion:

Definicion 3 (Region de Contraccion) (6, 7): Dado el
sistema dinamico (1), una region del espacio de esta-
dos es llamada Region de Contraccion, si el Jacobiano
J(x,7) evaluado en esa region es definido uniformemen-
te negativo o equivalentemente que

38 >0,

JT(x ) +J(x,t) < —2Bp1<0

Durante todo el tiempo.
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Este resultado puede ser generalizado a través del uso
de coordenadas diferenciales generalizadas 6z dadas
por la transformacion lineal de la forma

0z =0(x,t)dx (9)
con @(x,f) como una matriz cuadrada e invertible. Bajo
este analisis, adicionalmente es facil demostrar que un
sistema exponencialmente convergente (iGUES) re-
quiere de la existencia de una métrica M(x,?) acotada y
uniformemente positiva que sefiale su comportamiento
contractivo (6, 7, 10). Esto conduce al siguiente teore-
ma de estabilidad:

Teorema 1 (iGUES) (10): Dado el sistema dindmico
(1), es iGUES si y solo si el espacio de estados entero
es una region de contraccion.

Otras formas de estabilidad pueden ser similarmente
definidas y establecidas, a partir de estrategias deriva-
das, como por ejemplo, definiendo regiones de compor-
tamientos alternos (7), haciendo uso de herramientas
matematicas complementarias como el lema de Barba-
lat (7, 22), o mediante analisis matematicos mas riguro-
sos (4, 21).

B. Estabilidad No Incremental

La teoria de contraccion puede ser igualmente empleada
para estudiar la estabilidad convencional no incremen-
tal basada en Lyapunov (1-3). Inicialmente note de la
Definicion 3, que si un sistema es (GUES entonces debe
ser GUES puesto que cualquier trayectoria particular de
éste ultimo es exponencialmente convergente dada la
iGUES. Es decir, si todas las trayectorias convergen ex-
ponencialmente entre si entonces la trayectoria solucion
convergerd a una trayectoria limite x, (t) elegida. Esto
puede formalizarse como:

Teorema 2 (GUES): Dado el sistema dinamico (1), la
trayectoria x, (t) es globalmente exponencialmente es-
table (GUES), si (1) es globalmente incrementalmente
exponencialmente estable (iGUES) o equivalentemen-
te si el espacio de estados completo es una Region de
Contraccion.

Demostracion: Derivado trivialmente del Teorema 1, y
el teorema 2 en (7).

Una metodologia alternativa, puede darse empleando el
paradigma de Sistema Virtual/Real (23) derivado de una
extension simple del concepto de contraccion conocido
como Contraccion Parcial (24-26).
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CONCLUSIONES

Por supuesto lo primero a notar, es que antes que la teo-
ria de contraccion el marco incremental brindado por la
norma incremental brinda convenientes caracteristicas
metodologicas. Es precisamente este marco, el que le
permite a la teoria de contraccion operar tan efectiva-
mente en la solucion de problemas de estabilidad dentro
del contexto lineal. EI marco diferencial en adicion por
su parte, le otorga a la teoria de contraccion la capaci-
dad de operar de manera exacta y analitica; algo ex-
tremadamente provechoso aunque poco conveniente al
momento de querer obtener alguna ley de control finita
por integracion del resultado diferencial.

Contrario a lo que podria pensarse, aunque la estabi-
lidad incremental es sumamente robusta debido a su
independencia dinamica en relacion a las condiciones
iniciales, su analisis dado a través de la teoria de con-
traccion resulta relativamente sencillo de realizar to-
mando en cuenta la metodologia lineal de trabajo.

A diferencia de la teoria de Lyapunov la contraccion
en efecto, generaliza el tratamiento de la estabilidad a
través de su uso de coordenadas generalizadas y siste-
matiza el proceso de analisis de la estabilidad a través
de su proceso analitico. A pesar de todos estos atributos
mencionados, el analisis de contraccidon todavia cuen-
ta alin con un conjunto de carencias que la hacen una
herramienta inapropiada para analizar clases particula-
res dinamicas. Ya que la teoria de contraccion se fun-
damente sobre el estudio de la estabilidad incremental
de trayectorias, se dificulta el estudio de la estabilidad
convencional hacia trayectorias particulares. Si bien es
cierto que la estabilidad incremental de la contraccion
implica la estabilidad convencional, el hecho de que el
sistema no resulte incrementalmente estable en algin
sentido de la contraccion, no implica que no sea estable
convencionalmente para una trayectoria particular de
interés, y mucho menos que no posea otro tipo de pro-
piedad de estabilidad asociada. La contraccion parcial
es util para resolver en parte este problema, sin embar-
g0, es dificultosa la labor. Sistemas dinamicos como los
mecanicos subsanan facilmente este problema debido a
sus propiedades fisicas.
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