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RESUMEN

El siguiente articulo propone un método que permite reconstruir una serie de tiempo igualmente espaciada
a partir de otra serie que ha sido registrada en tiempos irregulares. Mediante un modelo autorregresivo irre-
gular con parametros variando en el tiempo, para la serie de tiempo desigualmente espaciada, se pueden
interpolar nuevos valores para encontrar una serie equiespaciada similar a la original. Luego, el modelo es
aplicado a seis series de tiempo irregulares provenientes de un estudio ecoldgico hecho sobre la columna
de agua en la estacion de monitoreo Parana del Canal de Beagle, Tierra de Fuego (Argentina), en el cual se
desea conocer las relaciones de interdependencia entre las variables de estudio para interpretar la dinamica
del sistema.

Palabras clave: Causalidad, modelos autorregresivos, parametros funcionales, series de tiempo, Tierra de
Fuego.

ABSTRACT

This paper proposes a method that allows the reconstruction of an equally-spaced time series from another
series recorded with irregular times. By using an irregular autoregressive model with parameters varying
in time for the unequally spaced time series, new values can be interpolated to find an equispaced series
similar to the original series. Then, the model is applied to a set of six irregular time series obtained from
an ecological study conducted on the water column of the monitoring station Parana, located in the Be-
agle Channel, Tierra de Fuego (Argentina). The study was designed to know the dependence relationships
among the study variables which allow interpreting the temporal dynamics of the system.

Keywords: Causality, autoregressive models, functional parameters, time series, Tierra de fuego.
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INTRODUCCION

En estadistica una serie de tiempo es un conjunto de
observaciones registradas en el tiempo o el espacio. La
mayoria de los andlisis de las series de tiempo estan
basados en dos supuestos a veces dificiles de verificar
en la practica, la estacionariedad y la regularidad en el
espaciamiento de las observaciones. La estacionariedad
supone que las observaciones siempre oscilan alrededor
de una recta constante que representaria la media, y que
ademas la dispersion de los datos permanece dentro de
una banda de amplitud constante. La regularidad de las
observaciones tiene que ver con el equiespaciamiento
de las mismas.

Las series de tiempo se pueden analizar desde un enfo-
que temporal o desde un enfoque espectral. En el pri-
mer caso, se utilizan los modelos estadisticos y en el
segundo caso, las transformadas de Fourier, o actual-
mente, transformadas wavelet (1). Los procesos Auto-
regressivos (AR) forman una clase de modelos muy qutil
e importante debido al hecho que ellos pueden explicar
una amplia variedad de fenémenos, son mas faciles de
estimar y sus propiedades estadisticas asintoticas son
mas faciles de estudiar. Por todas sus ventajas, los mo-
delos AR han sido extendidos desde series estacionarias
hasta series localmente estacionarias (2) y de dominios
discretos a dominios continuos (3, 4), sin embargo la
mayoria de estos modelos son desarrollados para series
igualmente espaciadas.

En cuanto al supuesto de estacionariedad, pensar en
modelos para procesos no estacionarios es casi impo-
sible porque la no estacionariedad como tal no permi-
te el desarrollo de una teoria asintdtica. Los procesos
localmente estacionarios presentados por Dahlhaus (5)
constituyen una clase particular de procesos no estacio-
narios y son caracterizados especialmente por admitir
una representacion espectral variando en el tiempo. En
los ultimos afios, ha evolucionado el desarrollo y apli-
cacion de una familia de modelos utilizada para series
no estacionarias, se trata de los modelos con coeficien-
tes variando en el tiempo (6), y una clase particular de
estos modelos son los autorregresivos con parametros
variando en el tiempo (2). Es de esta forma como se
incorpora la no estacionariedad en los modelos, en lu-
gar de someter los datos a transformaciones que pueden
dificultar posteriormente la interpretacion de los resul-
tados.

En la literatura de las series de tiempo, no existe un mo-
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delo que incorpore a la vez tanto la no estacionariedad
como la irregularidad del muestreo. Salcedo et al.(7)
proponen el modelo autorregresivo variando en el tiem-
po para series no estacionarias irregularmente espa-
ciadas. Un modelo como tal, no solo permite interpre-
tar la dinamica de una serie irregular no estacionaria,
sino que también posibilita la prediccion de una serie
igualmente espaciada utilizando los valores de la serie
irregular.

Por otra parte, cuando se desean conocer las inte-
rrelaciones entre varias series de tiempo, una manera
de hacerlo con series equiespaciadas, es utilizando los
modelos vectoriales autorregresivos (8, 9). No obstante,
dichos modelos tampoco han sido adaptados al disefio
irregularmente espaciado.

Con el fin de conocer las relaciones de causalidad entre
un conjunto de series no estacionarias e irregularmente
espaciadas, se propone en este articulo la realizacion
de dos etapas: La primera consiste en utilizar el modelo
de Salcedo et al.(7) para ajustar modelos irregulares a
las series irregulares, y a través de estos, encontrar las
series equiespaciadas mas cercanas a las originales. La
segunda etapa consiste en ajustar un modelo vectorial
autorregresivo a las series regulares.

Este trabajo fue motivado a partir de un conjunto de
datos obtenidos de un estudio ecologico hecho sobre
la columna de agua en la estacion Parana, ubicada en
una zona costera de Tierra de Fuego, extremo sur de
Argentina y Chile (Ver Figura 1), en donde se requie-
re conocer las relaciones de interdependencia entre las
variables Nitritos, Temperatura del agua, Fosfatos, pH,
Silicatos y Clorofila, medidas en dicho sistema ecolo-
gico. Debido a las dificultades de acceso, bien sea por
factores de tipo climatico o del mismo terreno, las ob-
servaciones han sido registradas a intervalos de tiem-
po irregulares lo que imposibilita la aplicacion de los
modelos tradicionales de series de tiempo. La Figura 2
muestra las seis series de tiempo que representan las ob-
servaciones, las cuales van de Marzo de 2005 a Diciem-
bre de 2006, con un espaciamiento irregular aproxima-
do de 15 dias.

EL MODELO AUTORREGRESIVO (AR) IRRE-
GULAR

En esta seccion se presenta el modelo de Salcedo et

al.(7) con p = 1 para analizar una serie de tiempo no
estacionaria e irregularmente espaciada. Se trata del
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Figura 1. Estacion de Investigacion Parand en Tierra de Fuego

modelo autorregresivo irregular de orden 1 con para-

metro autorregresivo funcional y errores normales no

correlacionados. Mas concretamente, suponga que se

dispone de un conjunto de datos no equiespaciados
{thXt?a "'7XfT}7

no necesariamente estacionarios. El modelo AR irregu-

lar de orden 1 es dado por

X, =f(t)X, .+ e [1]
donde i=1,2,.T=2¥,0 <t <t <.<t =1,ylos
errores €, se suponen no correlacionados, normales e
idénticamente distribuidos con media cero y varianza
o’

El modelo [1] muestra la dindmica o la dependencia de
una serie de tiempo irregular no estacionaria, donde
S (t) es el parametro autorregresivo funcional y repre-
senta la incorporacion de la no estacionariedad de la
serie en el modelo. Por su parte, el subindice i en el
argumento de la funcion incorpora la irregularidad de
las observaciones en el modelo. Los parametros de inte-
rés son los valores funcionales f(z,) y la varianza de los
errores 6 * , los cuales deben ser estimados a partir de
los datos. La estimacion de este modelo se hace por la
via de los minimos cuadrados ordinarios con una pre-
via expansion en series tipo wavelet (1) del parametro
funcional f(¢), lo cual viabiliza la estimacion, y para lo
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cual se hace necesario (sin pérdida de generalidad) que
T=2", N€ Ndonde N representa el conjunto de los
nimeros naturales. Por otra parte, la estimacion de 2
se hace calculando el error cuadrado medio de los resi-
duales del modelo. Para mas detalles estadisticos sobre
la estimacion del modelo [1] consultar (7).

RESULTADOS Y DISCUSION

El modelo [1] es ajustado a cada una de las series de
tiempo de la Figura 2. Inicialmente se estima el parame-
tro funcional /() y a partir del modelo estimado dado
por

Xa :f(tz) X [2]

se puede ir reconstruyendo una serie regularmente es-
paciada en puntos 7, distintos a los observados. X, repre-
senta el valor estimado y X, representa el valor obser-
vado, ambos en el tiempo ¢, .

Las Figuras 3, 4, 5, 6, 7, 8 muestran la estimacion de las
funciones autorregresivas f (¢, y la calidad del ajuste
para cada una de las seis series de tiempo observadas.
Mas especificamente, en las figuras (a) aparece el pa-
rametro AR funcional estimado f(tz) para la respectiva
serie de tiempo. En las figuras (b) aparecen las series
de tiempo observadas (lineas continuas) y el correspon-
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Figura 2. Series irregulares medidas en la Estacion Parana

diente ajuste después de estimado el modelo (lineas
punteadas). En las figuras (c) aparecen los residuales
estimados después del ajuste. Dichos residuales se cal-

culan mediante la formula €, = X, — f (t;) X,—1 en los
puntos 7, observados. En las figuras (d) aparece un
gréafico tipo ANOVA (no parametrico) para las desvia-
ciones estandar de los coeficientes de la transformada
wavelet de los residuales para algunas escalas de reso-
lucion. Se trata de un intervalo de confianza del 95 %
para la mediana de dichas desviaciones estandar en las
tres escalas de resolucion mas gruesas, a saber 3,4y 5
(ver (1) y (7)). La superposicion de dichos intervalos de
confianza indican la no correlacion temporal de los re-
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siduales, lo cual sugiere que el modelo AR irregular de
orden 1 estimado para las series irregulares de la Figura
2, realmente elimina la autocorrelacion temporal. Por
otra parte, dado que el modelo [1] asume normalidad
de los residuales, se aplico la prueba de Kolmogorov-
Smirnov para los residuales de las figuras (c¢). Todos
los p-valores dieron por encima de 0.06, lo cual sugiere
que a un nivel de significancia del 5 % no se pueden
rechazar las hipétesis que los errores siguen una distri-
bucion normal. Con lo anterior se deduce que el ajuste
del modelo [1] es apropiado para las series de analisis.
Finalmente, la estimacion de o°, para cada serie se hace
mediante el calculo del error cuadrado medio de las
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series residuales de las figuras (c), tales estimaciones fueron 0.0088, 0.9982, 0.0948, 0.0878, 0.939, 4.22 para los
residuales de Nitritos, Temperatura del agua, Fosfatos, pH, Silicatos y Clorofila, respectivamente. Note que estas
varianzas son relativamente pequefias en comparacion con la variabilidad de las series observadas.
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Figura 4. Modelo ajustado y funciéon AR estimada para Temperatura del agua
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Figura 6. Modelo ajustado y funcién AR estimada para pH.
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Figura 8. Modelo ajustado y funcion AR estimada para Clorofila.
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El modelo Vectorial Autorregresivo

Para identificar las relaciones de interdependencia entre las seis variables de estudio, se ajusta un modelo vec-
torial autorregresivo (8, 9) para las seis series de tiempo igualmente espaciadas de la Figura 9, obtenidas a través
del modelo [2].

Representando por 7, el vector de las variables

Z, = (NIT,, TEM,, FOS,, pH,, SIL;, CLO)"

donde NIT ,TEM, , FOS, , pH , SIL , CLO, corresponden a las series Nitritos, Temperatura del agua, Fosfatos,
pH, Silicatos y Clorofila, respectivamente, y donde ¢ representa la unidad de tiempo de las series equiespaciadas.
En este caso se hizo una interpolacion semanal, en el mismo periodo de muestreo.

Con la ayuda de la Funcion Matricial de Correlacion Parcial y la Funcidon Matricial de Correlacion Cruzada a

rezagos k=1, 2, ... 8(9), se identificé que el modelo més apropiado para las series es un modelo vectorial AR
de orden 1. En forma mas explicita el modelo corresponde a
Zz == ®1Zt—1 + €t, [3]

donde el vector Z;-1 contiene las variables rezagadas una unidad y es dado por

Zy= (NIT,-\,TEM, -, FOS, -\, pH, ., SIL, ., CLO,.)’,

y la matriz de parametros ®, estimada, esta dada por

0,7872 0 0 0 0 0
0 0,8522 0 —0,2928 0 0
&, — —0,4666 0 0,7736 0 0 0
0,9641 0 0 0,8787 0 0
0 0 0 0,6791 0,5802 —0,1633

32681 —0286 —1,195 —0,9128 0  0,5896

Cuando el parametro matricial ®; se reemplaza por su estimador ®,en el modelo [3] y expandiendo el modelo
vectorial estimado, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

NIT, = 0,78TNITi 1+ €14
TEM; = 0,852T'EM; 1 —0,293pH; 1 + €24
FOS, = —0466NIT,_ 1+ 0,774FOS;_1 + €3
pH;, = 0,964NIT, 1 + 0,879pH;_1 + €44
SIL, = 0,679pH;_; +0,5851L;_1 —0,163CLO;_1 + €5,

CLO, = 3,268NIT,_; —0,286TEM, 1 —1,195FOS;_1 — 0,913pH;_1 + 0,509CLO;_1 + €.
Asi por ejemplo, la primera ecuacion indica que los Nitritos en una semana dada dependen de los mismos Nitritos
en la semana anterior. La tercera ecuacion indica que los Fosfatos en una semana dada dependen de los Nitritos
y de los mismos Fosfatos de la semana anterior. La tiltima ecuacion indica que la Clorofila en una semana dada
depende de los Nitritos, la Temperatura del agua, los Fosfatos, el pH y la misma Clorofila de la semana anterior.

Estas relaciones de causalidad se pueden resumir en forma grafica como en la Figura 10, donde el sentido de cada
flecha indica la direccidon en que se da la influencia entre las dos variables (circulos) que estan en los extremos.
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Figura 10. Series regulares obtenidas de interpolacion

Note en especial que, la variable mas dependiente es la
Clorofila, lo cual quiere decir que ante alguna variacion
de Nitritos, Fosfatos, Temperatura del agua, pH y de la
misma Clorofila, ésta se altera en la semana siguiente.
Por su parte, los Nitritos son los menos dependientes,
o la tnica variable independiente de las demas. Por el
contrario, las variables como el pH y los Nitritos se dice
que son las mas motrices, una vez que ellas son las que
mas influyen sobre las demas, indicando que un cambio
en ellas se va a reflejar en varias variables. Desde el pun-
to de vista biologico, el modelo refleja acertadamente el
comportamiento general de las correlaciones entre las
variables en la zona. Asi, la ecuacion del nitrito es razo-
nable, al depender s6lo de si mismo esta indicando que
probablemente haya una fuente debida al aporte de este
nutriente desde aguas mas profundas, basicamente un
ingreso de aguas ricas en nitritos, se trata entonces de
un nutriente poco oxidado, por lo cual probablemente
provenga de aguas del fondo donde la descomposicion
se realiza con poco oxigeno. La ecuacion del fosfato es
acertada porque las algas (CLO) incorporan el nitroge-
no y el fosforo en una relacion particular (basicamente
16 atomos de nitrogeno por cada atomo de fosforo) esto
hace que cuando hay mucho de uno, el otro se consu-

me mas rapido y entonces eso probablemente genera
una autodependencia negativa en el fosfato. Ademas es
correcto que el silicato dependa negativamente de las
algas (CLO) de la semana anterior ya que la mayoria
de las especies que participan de estas floraciones, son
diatomeas, algas que usan silicato para su pared celular.
Cabe aclarar que las relaciones de causalidad entre las
variables consideradas en este modelo son validas sola-
mente para el ecosistema en estudio. Para otros ecosis-
temas dichas relaciones pueden cambiar.

CONCLUSIONES

Cuando los datos son registrados en el tiempo no es
apropiado aplicar los modelos tradicionales de regre-
sion sino que se deben utilizar los modelos para series
de tiempo. Si ademas, las series no son estacionarias
ni equiespaciadas un modelo AR irregular debe ser
considerado. Las relaciones de causalidad entre varias
variables de estudio pueden encontrarse mediante un
modelo vectorial para series de tiempo equiespaciadas
desde que se pueda obtener una muestra equiespaciada
a partir de una irregular. En este documento se propor-
ciona una forma de hacerlo.
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