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RESUMEN:

En este trabajo se realiz6 un estudio sobre el uso de un método basado en Programacion Genética para resolver
ecuaciones diferenciales. En este estudio se describen las principales caracteristicas del método exponiendo los
fundamentos que soportan el desarrollo del algoritmo, desde su explicacion conceptual hasta su implementacion
en el lenguaje de programacion Python. Posteriormente, se presentan tres problemas seleccionados de tal forma
que permiten ilustrar diferentes caracteristicas del uso del método, considerando un problema de valor inicial, un
problema de valor de frontera no-lineal y un problema numéricamente inestable. Finalmente, el trabajo concluye
presentando una discusion sobre las ventajas y desventajas del método de programacion genética a la luz de los
problemas anteriormente expuestos y presentando una serie de preguntas las cuales motivan el desarrollo de un
posterior trabajo de investigacion.

Palabras claves: Programacion genética, regresion simbdlica, métodos numéricos, ecuaciones diferenciales.

ABSTRACT

In this study, a method based on Genetic Programming (GP) to solve differential equations was carried out. We
first described the fundamentals of the GP method from its conceptual insights until its implementation in Python.
Then we used the method to solve three problems in ODE:s to illustrate some advantages and disadvantages from
a computational and a mathematical point of view. The problems solved included an initial value problem, a non-
linear boundary value problem and a numerically unstable problem. Results show some advantages concerning
the use of the method for non-linear and ill-conditioned problems and allow us to propose several questions for
future research.

Keywords: Genetic programming, symbolic regression, numerical methods, differential equations.
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1. INTRODUCCION

En el caso de los métodos computacionales para re-
solver ecuaciones diferenciales, recientemente se vie-
ne desarrollando una serie de métodos basados en lo
que se denomina computacion evolutiva, los cuales
permiten solucionar la ecuacion diferencial en forma
simbdlica, es decir, mediante la busqueda de una for-
mula analitica cerrada que aproxime o que encuentre
de forma exacta la solucion del problema.

La computacion evolutiva corresponde a un método
de optimizacion estocastico cuyas reglas de busqueda
se fundamentan en los principios de seleccion natural.
Este enfoque considerado en la literatura como bio-
logicamente inspirado fue propuesto principalmente
por Holland, ver (Holland,1975). La computacion
evolutiva consiste entonces, de un proceso basado
en la evolucion de un numero de posibles soluciones
del problema las cuales se modifican o evolucionan a
través de ciertos operadores denominados genéticos
tales como la réplica, el cruzamiento y la mutacion,
ver (Coello, 2006).

Los algoritmos evolutivos comparten las siguientes
caracteristicas, ver (Back, 2000): (i) Su éxito radica
en el patron emergente que surge de la evolucion de la
poblacion de individuos. Usualmente cada individuo,
representa o codifica un punto en el espacio de po-
tenciales soluciones del problema a resolver. (ii) Los
descendientes de los individuos son generados por
procesos aleatorios que intentan modelar la mutacion
y la recombinacion. (iii) Con el fin de evaluar a los
individuos en su ambiente, una medida de capacidad
de adaptacion a su entorno se debe asignar a cada in-
dividuo. De acuerdo con esta medida, el proceso de
seleccion favorecera a los mejores individuos a repro-
ducirse con mas frecuencia que aquellos con un peor
desempefio.

Dentro de los algoritmos de computacion evolutiva
se destaca la programacion genética, propuesta ori-
ginalmente por Koza (Koza, 1992). Esta técnica se
diferencia de un algoritmo genético puro en dos as-
pectos: El primero es que la programacion genética
codifica las soluciones en forma de arbol y no como
cadena de numeros de enteros y el segundo es que la
programacion genética permite que las mejores solu-
ciones de una generacion pasen de forma directa a la
generacion siguiente, esto es lo que se considera en la
literatura como elitismo, Ver (Ashlock, 2006). Esta

técnica ha sido utilizada de forma exitosa en proble-
mas tales como: generacion automatica de codigo de
programacion, regresion simbolica, descubrimiento
de identidades trigonométricas, control de robots y
hormigas artificiales entre otros.

Con relacion a la teoria que permite comprender la
convergencia de los algoritmos evolutivos, Schmitt
y colaboradores, (Schmitt, 2006) demuestran con-
vergencia asintdtica a un 6ptimo global para una fa-
milia de sistemas de programacion genética donde la
poblacion estaba conformada por un niimero fijo de
individuos cada uno de tamafio arbitrario. El modelo
tedrico que se usa para estudiar la convergencia para
el caso de la programacion genética donde los indivi-
duos son arboles de tamafio arbitrario, son las cadenas
de Markov no homogéneas en el espacio de vectores
de dimension infinita.

Por otra parte, con respecto a la forma en que la pro-
gramacion genética realiza la busqueda en el espacio
de soluciones Daida y Hilss (Daida, 2003) logran
identificar como la estructura de datos denomina-
da arbol la cual se usa para codificar los individuos
en programacion genética, tiene una influencia en
la manera como el algoritmo realiza la biisqueda en
el espacio de soluciones. A este fenémeno intrinse-
co de la programacion genética se le denomina en la
literatura como dificultad estructural (Foster, 2005),
la cual impide una busqueda efectiva, imparcial, no
sesgada en el espacio de busqueda, particularmente
en la busqueda de soluciones cuya estructura de datos
esté determinada por arboles angostos o por arboles
muy anchos. La busqueda de soluciones practicas a
este problema, es en la actualidad un tema abierto de
investigacion, ver (Thorhauer, 2013), (O’Neill, 2003,
2003b).

En el campo de la aplicacion de la computacion evolu-
tiva a las ecuaciones diferenciales, se encuentran va-
rios trabajos desarrollados, ver Mastoraskis y colabo-
radores (Mastorakis,2006), Asif-Zahoor et al. (Azif,
2009) y Jebari et. al. (Jebari, 2013) entre otros. Se
destaca el trabajo de Tsoulos y Lagaris (Tsoulos et.
al., 2006) los cuales desarrollaron un método basado
en programacion genética para la solucion simboli-
ca de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales.

Este método crea generaciones de expresiones simbo-

licas que representan posibles soluciones de la ecua-
cion diferencial en forma analitica cerrada, dichas ex-
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presiones se construyen mediante una gramatica libre
de contexto en la forma Backus-Naur. Los ejemplos
ilustrativos de su trabajo demuestran la potencialidad
del método para la solucion de ecuaciones diferencia-
les. Sin embargo su trabajo no abarca problemas que
permitan abrir una discusion sobre las posibles venta-
jas y desventajas que presenta esta metodologia.

Por lo tanto, el presente articulo tiene por objetivo
realizar un estudio sobre el uso de un método basado
en Programacion Genética para resolver ecuaciones
diferenciales partiendo de los estudios de Tsoulos y
Lagaris (Tsoulos,2006).

Este documento se compone de tres secciones. En la
siguiente seccion, se describe el método de progra-
macion genética para la solucion de ecuaciones dife-
renciales ordinarias. Posteriormente, se presentan tres
problemas seleccionados de tal forma que permiten
ilustrar diferentes caracteristicas del uso del método,
considerando un problema de valor inicial, un pro-
blema de valor de frontera no-lineal y un problema
numéricamente inestable. Finalmente, se concluye
presentando una discusion sobre las ventajas y des-
ventajas del método de programacion genética a la luz
de los problemas anteriormente expuestos.

2.METODO DE PROGRAMACION GENETICA
PARA ODEs

Para resolver una ecuacion diferencial mediante re-
gresion simbolica por medio de Programacion Ge-
nética (GP) primero se debe codificar una posible
solucion en un arbol de expresiones el cual denotara
un individuo. Luego se crea una poblacion de estos
individuos a la cual se le aplican los operadores ge-
néticos de forma iterativa hasta obtener convergencia.
Ver (Tsoulos, 2006) y Koza (Koza,1992).

2.1 Codificacion de un individuo

Para codificar un individuo, el algoritmo requiere una
gramatica libre de contexto en la Forma Bakus Naur
(BNF) (ver (De Castro, 2004) y (Tsoulos, 2006). Un
cromosoma en programacion genética es un arbol que
denota una expresion bien formada de la gramatica
BNF. Por lo tanto, en el caso de ecuaciones diferen-
ciales se considera una gramatica que genere expre-
siones analiticas generadas de la siguiente gramatica:
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S = <expr> 0)
<expr> ::= <expr> <op> <expr> 0)
| (<expr>) ©))
| <func> ( <expr>) )
| <digit> 3)
| x0 4
| x1 5)
<op> = + 0)
|- (D
| * 2
|/ 3)
<func> ::= sin 0)
| cos (D)
| exp 2
| log )
<digit> ::= 0)
1 (D
|2 2
19 ()]

El simbolo S denota el inicio del proceso, expr signi-
fica una expresion, la cual puede ser cualquiera de las
seis formas posibles definidas, op denota las opera-
ciones binarias disponibles, func las funciones de un
solo argumento y digit los digitos del 0 al 9.

La construccion de cualquier individuo de la pobla-
cion inicial es un proceso aleatorio. Comienza con
la eleccion de un nodo inicial o raiz, y luego, como
para cada categoria de la gramatica existe una lista,
entonces se hace un sorteo para elegir una de ellas.
Nuevamente se elige al azar un elemento de esa lis-
ta, el cual puede ser, dependiendo de la eleccion, un
vértice interno o un vértice terminal (hoja). Si el ele-
mento elegido es una operacion binaria, entonces se
formara un subarbol binario que siempre pondrd en
la primera eleccion el hijo izquierdo y en la segunda
el hijo derecho. Si el elemento elegido al azar es una
funcion, el vértice solo despliega un hijo el cual puede
volverse un operador binario o unario dependiendo
del sorteo. Si en la eleccion, el resultado es un digito
0 una variable, este nodo se convertird en una hoja.
La figura muestra un individuo producido mediante el
proceso anterior.
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Figura 2.1 Ejemplo de un individuo codificado generado
con la gramatica.

El arbol de la figura anterior produce la siguiente for-
mula en notacion infija:

((x+sin(x)) + (log(x)))

2.2 Descripcion del algoritmo

2.2.1 Inicializacion

Se inicia con la generacion aleatoria de individuos

(arboles) hasta obtener una poblacion de tamafo g.

En esta fase también se inicializan los valores para la

tasa de réplica y la tasa de mutacion. La tasa de répli-

ca denota la fraccidon del nimero de arboles que iran

sin ningin cambio a la proxima generacion. Esto es
Probabilidad de Cruce =1 - ¢,

donde 7 es la tasa de réplica.

2.2.2 Funcion de adaptacion
Primero la ecuacion diferencial ordinaria se debe ex-
presar como:

fx,y,y",... .,y y®™)=0,x &[a,b]
donde y@ denota la derivada de orden i de y. Por su
parte, las condiciones iniciales o de frontera se deben
escribir en la forma:

g xyy”,...ymV )| =0,i=1,...n
donde t, es uno de los extremos del intervalo del do-
minio, a 6 b. Luego, para calcular la funcion de adap-
tacion de la poblacion se deben realizar los siguientes
pasos:
1. Elegir N puntos, (x,x

[a,b].
2. Para cada arbol i :
(a) Construir y evaluar la expresion en notacion infija
M_ (x) en los puntos X

X)) en el dominio

(b) Calcular y evaluar en los puntos X, las n derivadas
de M, (x).
(c) Calcular la identidad:

N—-1

E(M) = 25w, (. MIG).....MV(x))°

j=0

(d) Calcular una funcion de penalidad aso-
ciada P(M) la cual depende de las condicio-
nes iniciales o de frontera y tiene la forma:

POM) =2 Y. g} M MO, MDY | )
k=1

donde A es un nimero positivo.
(e) Calcular el valor de adaptacién del arbol como:
v=EM. )+P(M).

De esta forma se evaltuan todos los arboles de la po-
blacion y se ordenan de acuerdo a su valor de adap-
tacion.

2.2.3 Evaluacion de las derivadas

La evaluacion de las derivadas de forma simbolica se
hace mediante la libreria SymPy de Python, para mas
informacion consultar http://sympy.org/en/index. html

2.2.4 Operadores Genéticos

Los operadores genéticos utilizados son: la réplica, el
cruce y mutacion. Una vez ordenados los individuos
de la poblacion en funcion de su valor de adaptacion,
la réplica consiste en elegir una cantidad de mejores
individuos de la poblacion ordenada en cada genera-
cion para trasmitirla sin modificaciones a la siguiente
generacion. El cruce se aplica para crear nuevos arbo-
les en cada generacion, los cuales reemplazaran a los
ultimos individuos de la lista ordenada. En esta ope-
racion, cada pareja de padres es seleccionada, como
en el ejemplo de la Fig. 2.2, luego se elige de cada
padre un nodo al azar para el corte, ver Fig. 2.3 y
posteriormente se hace el intercambio del subarbol o
material genético como se muestra en la figura 2.4,
(Garcia et al., 2009).

Los padres son seleccionados mediante seleccion de
torneo: Primero, se crea un grupo de individuos K>2,
seleccionados aleatoriamente de la poblacion actual.
Posteriormente, los individuos con las mejores fun-
ciones de adaptacion en el grupo se seleccionan, los
demas son descartados. El tltimo operador genético
usado es la mutacion, el cual cambia aleatoriamente
un nodo del arbol (enumerados previamente) de ma-
nera aleatoria.
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Progenitor 1 Progenitor 2

Figura 2.2 Arboles primogénitos.

Corte del progenitor 1 Corte del progenitor 2

A R
® © ©

Figura 2.3 Subarboles producto de la seleccion al azar de
los nodos 3 y 5 de los progenitores 1 y 2 respectivamente
(Cruce en un punto)

Hijo 1 Hijo 2

Figura 2.4 Arboles hijo producto del cruce de dos indivi-
duos en un punto.
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Con respecto a como se aplican los operadores ge-
néticos, en cada generacion se realizan los siguientes
pasos:

1. Los arboles son ordenados con respecto a sus fun-
ciones de adaptacion, de tal manera que el mejor in-
dividuo queda al principio de la lista y el peor indivi-
duo, al final de ella.

2. Del 100% de la poblacion inicial, el 10% de los me-
jores individuos son seleccionados automaticamente
para la siguiente generacion (réplica). E1 90% restan-
te es seleccionado de la siguiente forma:

i) De la lista originalmente ordenada de los indivi-
duos, se toma un porcentaje de los mejores indivi-
duos, en nuestro caso del 40%, con los cuales se hace
por torneo (se toman dos individuos aleatoriamente y
se elige el mejor) para formar el primer 45% de una
lista a la que llamaremos poblacion intermedia.

ii) De esta poblacion intermedia, se eligen aleatoria-
mente dos padres, para realizar el operador de cruce,
y asi formar el otro 45% restante.

Los nuevos individuos reemplazaran a los peores de
la poblacion al final del operador cruce.

3. El operador de mutacion es aplicado a un porcen-
taje de la nueva poblacion, exceptuando aquellos in-
dividuos que fueron seleccionados en la operacion
réplica. La importancia de este operador es que gene-
ra nuevos individuos y a su vez, nuevos espacios de
buisqueda en aquellos casos en que la poblacion tiende
a ser homogénea.

2.2.5 Finalizacién del algoritmo

Los operadores genéticos son aplicados a la pobla-
cion creando nuevas generaciones, hasta alcanzar un
nimero maximo de generaciones o hasta obtener el
mejor arbol de la poblacion seglin una tolerancia pre-
establecida.

3. EXPERIMENTOS NUMERICOS (RESULTA-
DOS)

Este seccion tiene por objetivo presentar el desem-
pefio del algoritmo en la solucién de ecuaciones di-
ferenciales, por lo tanto, se presentan tres problemas
seleccionados que ilustran el uso del método.

Con respecto a los parametros del algoritmo y de
los operadores genéticos utilizados en cada uno de
los problemas, estos fueron seleccionados con base
a los experimentos numéricos reportados en el libro
de Koza (Koza, 1992) y en el articulo de Tsoulos y
Lagaris (Tsoulos, 2006). De esta forma, se utilizd
una tasa de réplica del 10% y por tanto un 90% de
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cruzamiento, como también un 10% de tasa de mu-
tacion. Diversas investigaciones demuestran como la
modificacion de estos parametros pueden influir en el
desempefio y convergencia del algoritmo, ver (Koza,
1992), (Tsoulos, 2006), (Fagan, 2012). Sin embargo
tales modificaciones y su influencia no son objetivo
de este estudio.

El tamafio de la poblacion se configuré en 500 y
los individuos fueron codificados con arboles de un
maximo de 10 niveles de profundidad. El tamafo de
la poblacion es un parametro critico y fue tomado
de (Koza, 1992). Segun Tsoulos y Lagaris (Tsoulos,
2006), una poblacioén con pocos individuos debilitan
la capacidad del método para la construccion de la
mejor solucion, un niumero grande de individuos ge-
nera excesivos sobre costos computacionales.

Los experimentos se realizaron en un computador
con procesador intel 3.4GHz quad-core y 12GB de
memoria RAM, sistema operativo OS X version
10.9.5. El parametro de penalizacion fue A=100 en
todas las ejecuciones de los problemas propuestos.

3.1 Problema de valor inicial (PVI)
Considere el siguiente problema de Cauchy tomado
de (Tsoulos, 20006):

[ ., 2xy
Y x
ly(0.1)=20.1

en el intervalo x<[0.1,1]. La solucién analitica esta
dada por la formula:

.2
Y =x+ o
Para buscar la solucion de forma simbolica,

la tabla 3.1 presenta los parametros utilizados
en el algoritmo de programacion genética GP.

Tabla 3.1 Configuracion del algoritmo GP para el proble-
ma de valor inicial.

Nodos 10 nodos uniformemente distribuidos en
el intervalo x €[0.1,10]
Operadores Binarios: x,/,+,- Unarios:

signo,cos,sin,tan,sqrt

Max. nimero de expresiones binarias en
la solucién 5. Max. nimero de expresio-
nes unarias en la solucion 5. Méax. niime-
ro de constantes 5.

Parametros del
arbol solucion

Tamafio poblacion 500, Méax. num. ci-

Parametros del clos generacionales 100, tolerancia
AG 107, Mutacién 0.1%, Cruce 0.9%, répli-
ca 0.1%.

El codigo de la tabla 3.2 muestra las mejores solucio-
nes obtenidas por el algoritmo de programacion gené-
tica en uno de los experimentos ejecutados. La prime-
ra columna muestra la evaluacion de adaptacion del
individuo y la segunda columna nos muestra su res-
pectiva formula. En la tabla, el simbolo x0 se enten-
dera simplemente como la variable independiente x.

Tabla 3.2 Resultado de los mejores individuos durante una
ejecucion del problema de valor incial.

Valor funcion de adaptacion Formula

7074.321007831048, (((-9/-9)-(-2/5))/%0)

2223.0, (2/x0)

2191.974625187162, ((1+(3/(x0+x0)))-(0/
(x0+x0)))

591.9746251871594, ((x0--2)/%0)

591.9746251871594, ((2+x0)/x0)

1.2190908517865785¢-27, (x0+(2/x0))

Los resultados de la tabla 3.2 muestran como el al-
goritmo de programacion genética evoluciona para
encontrar la respuesta exacta del problema. En este
proceso evolutivo se evidencia la disminucion del
valor de la funcion de adaptacion, como también la
aparicion emergente de un patréon en la estructura
de los individuos la cual corresponde a una formu-
la que resuelve el problema con la mejor funcion de
adaptacion que satisface la tolerancia establecida. En
este caso particular al algoritmo le tomd 16 ciclos
generacionales para encontrar la respuesta. Observe,
adicionalmente, que la respuesta a pesar de ser Unica
para el problema de valor inicial, no tiene una repre-
sentacion Unica como una formula en el espacio de
busqueda. Esto se puede apreciar en las diferentes for-
mulas encontradas por el algoritmo tras ejecutar dife-
rentes experimentos en la tabla 3.3. Note que todas
tienen valor de adaptacion del orden de 10?7 y se pue-
de demostrar que son algebraicamente equivalentes.

Finalmente, se realizaron 100 experimentos con el
fin de demostrar desde el punto de vista estadistico la
convergencia del método para el problema 1. La Fig.
3.1 muestra la tabla de frecuencia acumulada en fun-
cion del numero de ciclos necesarios para obtener de
forma exitosa una solucion con una tolerancia de 10”7
en la funcion de adaptacion. Como se puede apreciar,
en mas del 64% de los experimentos se obtuvo la res-
puesta exacta del problema en menos de 10 ciclos ge-
neracionales, demostrando la efectividad del método.
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Tabla 3.3 Diferentes formulas de la solucion del problema
1 obtenidas por el algoritmo de programacion genética.

Férmula
(x0+(2/x0))
(((x0*x0)+2)/x0)
(C((-3--6)-1)*(1/x0))
- ((-1*x0))
(((2/(1*x0))+x0)+(
0-0)))
(x0-((6-8)/x0))")
((2/x0)+(x0*(1*1))))

Valor funcion de adaptacion
1.2190908517865785¢e-27,
2.268137805072111e-27
1.2190908517865785¢e-27

1.2190908517865785e-27,

1.2190908517865785e-27,
1.2190908517865785e-27,

100

00—

Frecuencia relativa acumulada (%)

. ) Generaciones )
Figura 3.1 Frecuencia acumulada de éxito del algoritmo GP

para el problema 1.

3.2 Problema no-lineal

Encontrar una funcion de una variable independiente
y una variable dependiente, en forma simbolica que
sea solucion de la ecuacion diferencial no-lineal:

r”=y3-yy',
_ 1,
)= 5
_ 1
»(2)= 3

en el intervalo x&[1,2]. La solucion analitica esta
dada por la férmula:

1
r+1

La tabla 3.4 describe la configuracion del algoritmo
de programacion genética para este problema. La ta-
bla 3.5 muestra la evolucion de las mejores soluciones

yx) =
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obtenidas por el algoritmo de programacioén genética
en uno de los experimentos ejecutados del problema
no lineal. Para este caso, al algoritmo le tomo 9 ciclos
generacionales para encontrar una formula de la solu-
cion exacta del problema.

Tabla 3.4 Configuracion del algoritmo GP para el proble-
ma no lineal.

Nodos 10 nodos uniformemente distribuidos en
el intervalo x & [1,2]
Operadores Binarios: x,/,+,- Unarios: signo.

Max. niimero de expresiones binarias en
la solucion 5. Max. nimero de expresio-
nes unarias en la solucion 5. Méax. ntime-
ro de constantes 5.

Parametros del
arbol solucion

Tamafio poblacion 500, Max. Num. ci-
clos generacionales 51, tolerancia 107,
Mutacion 0.1%, Cruce 0.9%, réplica
0.1%.

Parametros del
AG

Tabla 3.5 Evolucion de los mejores individuos hacia una
formula de la solucidon exacta durante una ejecucion del
problema no lineal.

Formula
((4-x0)/(6))
(77 (((4+x0)*4)))

(-(2)/((((x0%-9)/(x0%-9)
)-x0) +-4))

(-(2)/(((2-1)-x0)+-4))

(- @A x0*-9)/(x0%-9))*-9)/
(x0%-9)) -x0) +-4))

(-(2)/(((2-x0)-x0)+-4))

Valor funcién de adaptacién
3.7040729364283265
2.5816892016842443
1.8598086768615687

1.8598086768615687
0.4824414548709085

4.0444528832131953e-32

La Fig. 3.2 muestra la tabla de frecuencia acumula-
da en funciéon del nimero de ciclos necesarios para
obtener de forma exitosa una solucion con una tole-
rancia de 107 en la funcion de adaptacion. Se puede
apreciar nuevamente, que en mas del 90% de los 65
experimentos realizados, se obtuvo la respuesta exac-
ta del problema en menos de 10 ciclos generacionales.

3.3 Problema inestable (ill-conditioned)

El siguiente problema tiene por objetivo revisar el
desempefio del método de programacion genética
cuando este se usa en problemas considerados en la
literatura como numéricamente inestables. La mayo-
ria de los métodos numéricos de un paso o multipaso
presentan dificultades con este tipo de problemas, ver
Mastorakis (Mastorakis, 2006).
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100
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Frecuencia relativa acumulada (%)

0 } }
0 2 40

Generaciones
Figura 3.2 Frecuencia acumulada de éxito del algoritmo
GP para el problema no lineal.

[y"-10y"-11y=0
L0 =1
V() =-1

en el intervalo x €[0,4]. La solucion analitica general
es de la forma
yx)=C e+ C e,
aplicando las condiciones iniciales obtenemos
y) = e

La dificultad que presentan los métodos numéricos
(un paso o multipaso) con este problema particular,
consiste en que los errores acumulados propios del
método numérico magnifican el término inestable
e'™ de la solucion, impidiendo de esta forma encon-
trar una aproximacion satisfactoria para la condicio-
nes iniciales dadas. Para ilustrar con mas detalle esta
situacion, la figura 3.3 muestra la integracion de la
ecuacion diferencial utilizando el método estandar
ode45 de Matlab en x €[0.,4]. La figura nos permite
apreciar como la acumulacion iterativa de errores de
la rutina ode45 se propagd a través del término inesta-
ble de la ecuacion diferencial, impidiendo la conver-
gencia en el intervalo.

Por su parte, el método de programacion genética se
ejecuto utilizando los parametros de la tabla 3.6. La
tabla 3.7 muestra la evolucion de las mejores solucio-
nes obtenidas en uno de los experimentos ejecutados
del problema 3.3. Para este caso, el algoritmo encon-

i 0(11945
2.5 — E\a(‘ta GP
209

0 1 2 3 4

X

Figura 3.3 Comparacion entre la solucion aproximada ob-
tenida con la rutina ode45 de Matlab y la solucion exac-
ta obtenida con el método de programacion genética en
el intervalo [0,4]. La acumulacion iterativa de errores se
propagan a través del término inestable de la ecuacion di-
ferencial, impidiendo la convergencia de la rutina ode45 en
intervalos relativamente largos del dominio.

tr6 una formula de la solucion exacta del problema en
5 ciclos generacionales.

Finalmente, se realizaron 50 experimentos del proble-
ma inestable con el fin de mostrar estadisticamente
la convergencia del método. La figura 3.4 muestra la
tabla de frecuencia acumulada en funcion del name-
ro de ciclos necesarios para obtener de forma exitosa
una solucion con una tolerancia de 10”7 en la funcion
de adaptacion. Se puede apreciar, que mas del 95% de
los experimentos obtuvieron la respuesta exacta del
problema en menos de 10 ciclos generacionales, de-
mostrando la efectividad del método para el problema
numéricamente inestable.

Tabla 3.6 Configuracion del algoritmo GP para el proble-
ma inestable.

Nodos 40 nodos uniformemente distribuidos en el
intervalo x €[0,4].

Operadores Binarios: X, /+,- Unarios: signo
-,exp,cos,sin.

Max. numero de expresiones binarias en la
solucion 5. Max. niimero de expresiones
unarias en la solucion 5. Max. niimero de
constantes 5.

Parametros del
arbol solucion

Parametros del
AG

Tamafio poblacion 500, Max. num. ciclos
generacionales 200, tolerancia 10”7, Muta-
cion 0.1%, Cruce 0.9%, réplica 0.1%.
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Tabla 3.7 Configuracion del algoritmo GP para el proble-

ma inestable.
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Valor funcién de adaptaciéon
199.00972797180412
199.00972797180412
149.52901448310175

Formula
(exp(x0)/exp(x0))
(exp(-6)/exp(x0))
(exp((-3-x0))*exp((-3--4

)))

((7+(9 +-5))/exp(( - ((7+-3) - (x0
+-1)))--9))
((-5/-5)/exp(x0))

47.76321486627132

1.4239185858272146e-28

Frecuencia relativa acumulada (%)

Generaciones
Figura 3.4 Frecuencia relativa acumulada de éxito del al-

goritmo GP para el problema inestable.

4. DISCUSION

A partir de las secciones previamente desarrolladas
este estudio permitio evidenciar las siguientes venta-
jas y desventajas en relacion con el uso de un método
basado en programacion genética para hallar la solu-
cion simbolica de ecuaciones diferenciales.

4.1 Desventajas

»  Eficiencia computacional. Es claro que los algo-
ritmos genéticos son ineficientes desde el punto
de vista del costo computacional para resolver
ecuaciones diferenciales, cuando se le compara
con los métodos numéricos convencionales y la
programacion genética no es la excepcion. El nu-
mero de evaluaciones funcionales que debe hacer
el método para resolver una ecuacion diferencial
ordinaria puede ascender facilmente al orden de
10°, una cifra un tanto desalentadora cuando se
le compara con una técnica convencional como
ode45 cuyo numero de evaluaciones funcionales
para un problema de la misma naturaleza no as-
ciende al orden de 10* Sin embargo, para pro-
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blemas donde aumenta la complejidad computa-
cional en el orden de la dimensionalidad, como
por ejemplo métodos de elementos finitos para
ecuaciones diferenciales parciales en tres dimen-
siones, la comparacion del nimero de evaluacio-
nes funcionales se podria reconsiderar, este es un
tema para estudiar en el futuro.

*  Evaluacion simbdlica de las derivadas. La eva-
luacion simbolica de las derivadas, aunque garan-
tiza la busqueda de féormulas que representan de
forma exacta el problema, presenta una desven-
taja en relacion con un aumento considerable en
los tiempos de computo, ya que se hace necesario
del uso de algoritmos recursivos sobre listas de
operadores siguiendo las reglas de derivacion es-
tablecidas.

4.2 Ventajas

Se puede ver que la principal desventaja del método

se asocia al costo computacional, sin embargo, desde

el punto de vista matematico y en aras de utilizar nue-
vas alternativas que permitan encontrar la solucion de
un problema, este es un precio razonable que se debe
pagar. Si bien no hay free lunch, en la actualidad se
estan desarrollando diferentes técnicas que permiten
reducir los costos de tiempo computacional como por
ejemplo la computacion en paralelo, la computacion

GPU, entre otros, la cuales se pueden implementar

en el algoritmo a futuro. Por otra parte revisemos las

ventajas que el método nos puede ofrecer.

*  Patrones emergentes. El patron emergente resul-
tado de la recombinacion genética de los indivi-
duos y de los operadores de réplica y mutacion
da como resultado una féormula que representa la
solucion del problema. Atun cuando no se encuen-
tre la solucion exacta del problema por medio del
algoritmo del programacion genética, este patron
nos puede revelar el camino para la busqueda de
la solucion de problema.

»  Versatilidad en la imposicion de condiciones de
frontera. Una caracteristica importante, consiste
en la transparencia de la imposicion de las condi-
ciones de frontera en el problema, de esta forma
toda condicion de frontera simplemente se inclu-
ye como una penalidad en la funcion de adapta-
cion tan solo como una diferencia al cuadrado. De
esta forma se pueden incluir condiciones iniciales
o de frontera como: condiciones Dirichlet, condi-
ciones de Neumann, perioddicas, o combinacion
de estas como las condiciones de Robin.

*  Problemas no-lineales. En general los algoritmos
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genéticos son considerados como last resource en
el sentido que se aplican para la solucion de pro-
blemas dificiles que no se pueden resolver por
medio de otros métodos de optimizacion conven-
cionales. Estos problemas incluyen, problemas
NP-Duros de optimizacién combinatorial, identi-
ficacion de estructuras complejas, como también
optimizacion de funciones multi-objetivo. Con
respecto al problema no-lineal seleccionado, los
autores reportan que los mismos no se pueden re-
solver con paquetes de calculo simbolico conven-
cionales como por ejemplo el paquete Dsolve de
Mathematica (Tsoulosy Lagaris, 2006). Es aqui
precisamente donde el uso de la programacion
genética puede jugar un papel importante como
herramienta para resolver ecuaciones diferencia-
les.

*  Problemas inestables. Otra caracteristica a desta-
car consiste en la capacidad del método para re-
solver problemas inestables como el presentado
en el Problema 11. Este sencillo pero ilustrativo
ejemplo demuestra el potencial del método para
resolver problemas aun mas complejos que pre-
sentan dificultades que no pueden ser sorteadas
por métodos convencionales.

4.3 Conclusiones
En este trabajo se desarrolld e implement6 un método

de programacion genética para resolver ecuaciones
diferenciales de forma simbolica partiendo del arti-
culo de Tsoulos y Lagaris (Tsoulos,2006) y del libro
fundamental de Koza (Koza,1992). Adicionalmente,
se plantearon tres problemas eligidos de tal forma que
permitieron evidenciar una serie de ventajas y de des-
ventajas del uso del método en el campo de las ecua-
ciones diferenciales.

El método de programacion genética se presenta
como una alternativa importante y novedosa para la
busqueda de soluciones de ecuaciones diferenciales,
si bien se requiere de un gran esfuerzo computacional
comparado con los métodos tradicionales, este puede
ser utilizado como ultimo recurso para la busqueda
de soluciones particulares a problemas que pueden
ser dificiles de implementar mediante otros métodos.
Adicionalmente, desde el punto de la inteligencia ar-
tificial, en la resolucion de problemas, el algoritmo
puede ser utilizado en primera instancia como una
herramienta para el desarrollo del bien denominado
Ansatz, aquella intuicién educada que nos permite en-
contrar la solucion analitica de un problema.
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